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ELOSZO

A Kedves Olvaso az Analizis tankonyvhoz (szerkesztette: Dr. Csernyak Laszlo)
késziilt feladatgylijteményt tartja a kezében. A példatarban tobbszor hivatkozom
az emlitett tankonyvre TK. megjeldléssel.

E feladatgyljteményt tehat elsésorban a gazdasagi jellegti felsdoktatasi intéz-
ményekben analizist tanuloknak ajanlom, de hasznos lehet olyan kdzépiskolasok
szamara is, akik emelt szinti érettségire késziilnek matematikabol. Torekedtem
arra, hogy 6nall6 feldolgozasra is alkalmas legyen a példatar, vagyis ne csak a
nappali tagozaton, hanem pl. a tdvoktatas vagy levelezd tagozaton matematikat
hallgatok is sikerrel késziiljenek fel beldle.

A feladatanyag a BGE matematika anyagabdl sok éves tapasztalat alapjan ala-
kult ki.

A tanulés soran el0szor az elsajatitandd anyagrész elméleti hatterével kell tisz-
taban lenni, ehhez nyujt segitséget a mar emlitett tankonyv. A példatar minden
fejezete tgy kezdddik, hogy Osszefoglalja a legfontosabb elméleti kérdeéseket; aki
ezekre jol valaszol, az kezdhet hozza a feladatanyag feldolgozasahoz. Igyekeztem
minél tobb kidolgozott példat mutatni. Javaslom, hogy csak ezek attanulmanyozésa
utan fogjunk hozza a feladatok 6nall6 megoldasahoz. A *-gal jeldlt feladatok nem
tartoznak a torzsanyaghoz, a tankdnyvben is csak kiegészit6 anyagként szerepelnek.
A nehezebb feladatok A jelet kaptak. Az egyes fejezetek végén vegyes feladatok
talalhatok. Ezek Osszetettebb, kevert tipusu feladatok. Végiil minden fejezet ellen-
orzo kérdeésekkel és feladatokkal zarul.

A példatar méasodik része tartalmazza a feladatok végeredményeit, és a vegyes
feladatok esetében utmutatast ad a feladatok megoldasahoz.

Csaknem valamennyi feladat részletes megoldasa az onlinepeldatar.hu oldalon
bejelentkezést kdvetden érhetd el.

Bizom benne, hogy e példatar segiti felhasznaldjat a tananyag eredményes elsaja-
titdsaban, és hozzajarul az analizis érdekességeinek, szépségeinek a felfedezéséhez.

Végiil kdszonetet mondok a BGE matematikat oktatd tanarainak, legféképpen
az elso kiadas lektorainak: Horvath Jenoné dr.-nak ¢€s Fejes Ferencnek, akik érté-
kes észrevételeikkel segitették munkamat, valamint Szegedi-Otvos Edindnak, aki
gondos, tiirelmes munkéaval rogzitette a szoveget.

Jo munkat kivan

a Szerzo



1. HALMAZELMELETI ALAPOK

Az elsé fejezetben egyrészt dtismételjiik a kozépiskolaban mar megismert fontos fo-
galmakat, mint pl. a halmaz, részhalmaz, miiveletek halmazok kozott, a valds szam-
halmaz felépitése stb., ezért ezekkel a témakdrokkel csak néhany feladat erejéig fog-
lalkozunk, éppen csak annyival, hogy a felhasznalé felelevenithesse, illetve ellen-
Orizhesse, rendelkezik-e a tovabbhaladashoz sziikséges alapokkal.

Masrészt viszont sokak szamara uj ismeretet jelent pl. a Boole-algebra fogalma,
a szamhalmazok korlatossaga, a halmazok Descartes-féle szorzata, a kornyezet fo-
galma, valamint a halmazok szamossaga. Igy érthetd, hogy ezen anyagrészekbdl
tobb feladatot kinalunk.

Aszerint, hogy ki-ki milyen alapokkal rendelkezik matematikabol, kb. 2-5 o6ra
szlikséges a feladatanyag feldolgozasahoz.

Csak akkor kezdjiink hozza a feladatok megoldasahoz, ha mar tudunk valaszolni
az alabbi elméleti kérdésekre.
e Mikor mondjuk, hogy két halmaz egyenld, illetve hogy egyik részhalmaza a
masiknak?
Definialja a halmazmiiveleteket!
Mit jelent az, hogy A és B diszjunkt (idegen) halmazok?
Mit értiink Boole-algebra alatt?
Sorolja fel a halmazmiiveletek alapazonossagait! (TK. 1.1. tétel.)
Hogy szolnak a de Morgan-, illetve a beolvasztasi azonossagok? (TK. 1.2.
tétel.)
Mit értiink racionalis, illetve irracionalis szam alatt?
Mikor mondjuk, hogy egy szdmhalmaz alulrol, illetve feliilrél korlatos?
Sorolja fel a valos szamok axiomait!
Mit értiink két vagy tobb halmaz Descartes-féle szorzatan?
Mit értiink az 4 szam o6 >0 sugara kornyezetén?
Mikor mondjuk, hogy két halmaz egyenld szamossagu (ekvivalens)?
Mikor mondjuk, hogy egy halmaz megszamlalhatéan végtelen (szamossagu)?
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1.1 Alapfogalmak, halmazmiveletek és tulajdonsagaik

FELADATOK
1. Allapitsuk meg, hogy az 4 és B halmazok egyenlSk-e, illetve részhalmaza-e
egyik a masiknak!
a)  A4={10, 20, 30 } B={20, 30, 10 }
b) A={a, b, c} B=0
o A={1, 2,345} B={0,1,2,3, 4}
d) A= {téglalapok} B= {paralelogrammék}

2. Tekintsiik az aldbbi halmazokat!
Az{a | a valos szémés|a|=2}
B= { b | b a b*>—5b+6=0 egyenlet valos gyéke}
Cz{c | ¢ primszam és O<c£3}
Dz{d | d egész szam és d’ SIO}

a) Adjuk meg az 4, B, C ¢és D halmazokat elemeik felsorolasaval!
Vannak-e koztiik egyenldk?
b) Melyik melyiknek a részhalmaza, illetve valddi részhalmaza?

3. Tekintsiik az alabbi halmazokat!
A= { X | x—1>0 egyenl6tlenség valos megoldésai}

2 :
B ={ X | );tl >0 egyenlOtlenség valos megoldésal}

C= { X | x> +x-2>0 egyenlétlenség valos megoldésai}

Adjuk meg az 4, B, C halmazok elemeit és dontsiik el, hogy igazak-e a ko-
vetkezd allitasok!

a) A=B c) AcB

b) B=C d) BcC



1. Halmazelméleti alapok

1. példa

Legyen A aparos, B a 3-mal oszthatdo, C az 5-tel oszthatd pozitiv egész sza-
mok halmaza. A H alaphalmaz a pozitiv egész szdmok halmaza.

Mit jelentenek az alabbi halmazok?

a) BUC ¢) A\B
b)  ANC d) (H\[Bu(ZmC)]j\(AuB)
Megoldas:

a) B U C -be azok ¢és csak azok a pozitiv egész szamok tartoznak, amelyek B és
C koziil legalabb az egyiknek elemei, vagyis 3-mal vagy 5-tel oszthatok.

b) ANC-be azok és csak azok a pozitiv egész szamok tartoznak, amelyek
A-nak is és C-nek is elemei, vagyis 10 -zel oszthatok.

c) A\B-be azok és csak azok a pozitiv egész szamok tartoznak, amelyek
A-beliek, de nem B-beliek, vagyis a paros, de 3-mal nem oszthatok.

A\ B : a pozitiv egész szamok koziil a paratlan, valamint a 3-mal oszthato
paros szamok halmaza.
d)  El0szor hozzuk egyszerlibb alakra a kifejezést!

H\[BUAEAO) |NUUB) =BUANC)NAUB=BAANCAANB=
=Zm§m(AuE)=(AmZm§)u(ZmEmE)=®u(ZmEmE)=
=ANBNC.

A halmaz elemei: a sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthato pozitiv
egész szamok.

Megjegyzés: A tovabbiakban az U helyett a + jelet,a M helyett a pontot (a
szorzas jelét), és a \ helyetta — jelet (a kivonas jelét) hasznaljuk.

FELADATOK

4. Legyen a H alaphalmaz a 2008. évi magyarorszdgi adofizetOk Osszessége.
Ezen beliil jelentse 4 a legfeljebb 8 millio Ft jovedelemmel rendelkez6k hal-
mazat, B pedig azon adofizetOk halmazat, akiknek a vagyona legalabb 50
milli6 Ft értéka.

Kik tartoznak az alabbi halmazokba?

a) A+B e) B-A4
by 4B f) A+B
c) A g) AB

d A-B h) A-B
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5. Jelentse a H alaphalmaz egy fels6foku tanintézmény hallgatoinak Osszessé-
gét a tanév kezdetén. Ezen beliil legyen
A: atanulményi 6sztondijas hallgatok,
B: a matematikai modellezés targyat felvevé hallgatok,
C: anappali tagozatra jard hallgatok,
D: anok halmaza.
Kik tartoznak az alabbi halmazokba?

a) ABC e) AD+H

b) C+D ) [(EC)+ (ZF )] D

¢)  (4D)+B 9 |5 (D —2] —(AC)
d (D-0)4 hy AABBD

6. frjuk fel az 5. feladatban megadott 4, B, C, D halmazok és halmazmiive-

leti jelek segitségével az alabbi halmazokat!

a) a matematikai modellezést felvevd nappali tagozatra jar6é nok dsszessége;

b) a nappali tagozatra jard hallgatok, meg a nem nappalin tanulé nék 0sz-
szessége;

c) a tanulmanyi Osztondijjal nem rendelkez0 nappali tagozatra jarod férfi
hallgatok osszessége;

d) a nok koziil azok, akik nem vették fel a matematikai modellezést, vala-
mint azok a ndk, akik nappalira jarnak.

7. Egy tarsasag 8 tagja tud kering6zni, 5 tagja pedig tud tangodzni. Harom sze-
mély koziiliik keringdzni is €s tangdzni is tud, négyen viszont a két tdnc egyi-
két sem ismerik.

Hanyan vannak a tarsasagban?

2, példa

Legyen A és B a H alaphalmaz két tetszOleges részhalmaza.

Igazoljuk, hogy az 4—B halmaz folirhatd diszjunkt halmazok Osszegeként az
alabbi médon:

A—B=A+(AB)

Megoldas:
A bizonyitas két részbdl all. Elészor azt latjuk be, hogy az egyenléség jobb és bal

oldalan 4all6 halmazok egyenlék, majd igazoljuk, hogy A és AB diszjunkt halma-
zok, azaz nincs kozos elemiik.

10



1. Halmazelméleti alapok

L.

IL

Az azonossag igazolasa torténhet kozvetleniil a halmazmiveletek definicioi-
nak alkalmazasaval tdblazatos formaban (1. TK. 1.1. tétel bizonyitasa):

ac A I I N N

aeB I N I N

ae(A-B) I

acd-B [ I I | bal oldal

acAd I I

a € (4AB) I

a €[4+ (4B)] I I I | jobb oldal
1. tablazat

A tablazatbol kiolvashato, hogy az egyenldség jobb és bal oldalan all6 halma-
zok ugyanazokbol az elemekbdl allnak, tehat valoban egyenlok.

A bizonyitas torténhet algebrai atalakitasokkal, az alapazonossagok ¢és a de
Morgan-féle azonossagok felhasznalasaval is:

Bal oldal: A—B=E=Z+B
Jobb oldal: A+ (AB)=(A+ A)(A+B)=H(A+B)=A+B.

(A jobb oldal atalakitasakor eloszor a 2. disztributivitasi szabalyt alkalmaztuk.)
Lathato, hogy a két oldal egyenlé egymassal.

Belatjuk, hogy A és AB kozds része az iires halmaz:
A(AB) =(AA)B =B =O.
(A tablazat 5. és 6. sorabol is lathato, hogy A és AB metszete O )

FELADATOK
Allapitsuk meg, hogy 4 és B diszjunkt halmazok-e!
a) A={, 3, 5, 6} B={2, 4, 6, 8}
b) A4: a BGE 0sszes ndi hallgatoja. B: a BGE 06sszes férfi hallgatoja.
c) A={x| xeR és |x—2|=4} B={x| xeZ és —2<x<6}
d) A={x|xeR & [x-3<1] B={x| xeR & |r-4/<1f
e) A= x‘ xeQ és x° —(2+;z)x+2;z=o}

11
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10.

11.

12.

13.

12

Legyen A és B két tetszOleges részhalmaza a H alaphalmaznak.
Igazoljuk, hogy az A, illetve A+ B halmaz folbonthaté diszjunkt halmazok
Osszegére a kovetkezOképpen:

a) A=(AB)+(4B)
b) A+B=A+[B—(4B)]

Igazoljuk az alabbi azonossagokat!

a) (A+B)(A+B)+(A+B)(A+B)=H
b)  (4B)+(CD)=(A4+ B)(C + D)

) A-(B-C)=(A-B)+(4AC)

d)  (A-B)+(B-A)+(4AB)+(AB)=H
e) A-{4-[B-(B-C)]}=4BC

Hozzuk egyszertibb alakra a kovetkez6 halmazalgebrai kifejezéseket!
a) ﬁ+B+(AB)+(AZ+B)

b) (A+B)(B+(C), ha AcB és BcC
o {[4-uB)]ci+(cC-B)

irjuk fel az 4, B és C halmazok, valamint hal-
mazmiveleti jelek segitségével az alabbi Venn-

diagramon talalhato (paronként diszjunkt) nyolc AVA
8

halmazt! ‘

1. abra

Bizonyitsuk be a halmazmiveletek definicioit felhasznalva (tablazat segitsé-
gével) a kdvetkez6 azonossagokat!

a) (AB)C = A(BC) (asszociativitas)
b) A+B+C=4BC (de Morgan)
c) ABC=A+B+C (de Morgan)
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