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1. HALMAZELELETI ALAPOK

1.1 Alapfogalmak, halmazmiveletek és tulajdonsagaik

a)
b)
c)
d)

a)

b)

A=B, AcCB, Bc A

A#B, Bc A

A#B, Az B, Bz A

A#B, AcCB

A={-2,2} c={2,3}

B={2,3} D={-3,-2,-1,0,1, 2, 3}

B=C
Mindegyik halmaz részhalmaza 6nmaganak, tovabba
BcC ¢és Cc B (nem valddi részhalmazok).

Ac D, Bc D ¢é Cc D (valddi részhalmazok).

A={x| x valésszam, x>1}

B:{x| x val6sszam, x<-2 vagy x>1}

C={x| x valdsszam, x<-2 vagy x>1}

a)

hamis; b) igaz; ¢) igaz; d) igaz.

A 2008. évi magyarorszagi adofizetdk koziil

a)
b)

c)
d)

e)
f)
g)

h)

a legfeljebb 8 millié Ft-os jovedelemmel rendelkezdk, meg akiknek
legalabb 50 milli6 Ft értékii vagyonuk van;

azok a maximum 8 millié Ft-os jovedelemmel rendelkezok, akiknek a
vagyona legalabb 50 milli6é Ft értékd;

azok, akiknek a jovedelme 8 millié Ft-nal tobb;

azok a maximum 8 millié Ft-os jovedelmiiek, akik vagyonanak értéke
nem éri el az 50 millié Ft-ot;

azok a legalabb 50 millio Ft értékii vagyonnal rendelkezok, akiknek a
jovedelme 8 millio Ft-nal tobb;

A+B=AB : azok, akiknek a jovedelme tébb mint 8 millié Ft, de a
vagyonuk értéke kevesebb, mint 50 millio Ft;

AB=A+B: a8 milli6 Ft-nl tobb jovedelemmel rendelkezdk, meg
azok, akiknek a vagyona 50 millié Ft-nal kisebb értékii;
A-B=AB=A+B: azok, akiknek a jovedelme 8 millié Ft-nal tobb,
vagy akiknek a vagyona legalabb 50 millié Ft értéki.
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5.

b)
c)

d)
e)

g)

h)

A fels6fokt tanintézmény hallgato6i koziil

azok a nappali tagozatra jar6 hallgatok, akik tanulmanyi 6sztondijasok
¢és felvették a matematikai modellezést;

a nappalira jarok, valamint a férfiak;

a tanulmanyi 6sztondijas ndk, meg a matematikai modellezést folvevo
hallgatok;

azok a tanulmanyi 6sztondijas nok, akik nem nappalira jarnak;

a nem tanulmanyi 6sztondijasok, valamint a férfi hallgatok;

azok a nappalis ndk, akik nem vették fol a matematikai modellezést,
vagy nem részeslilnek tanulmanyi 6sztondijban;

[B(0-)| - (4C)= BDAAC = BDA(A+T) =

= (AA4BD) +(ABDC) =@ + (ABCD) = ABCD :

azok a tanulmanyi 6sztondijas nok, akik folvették a matematikai
modellezést, és nem a nappali tagozatra jarnak;

AAB BD = A(A+ B)(B + D) =[(AZ) +(AB) ](E +D)=

=(ABB) +(ABD) =D + (ABD) = ABD:

a tanulmanyi 6sztondijas, matematikai modellezést folvevo nok;

BCD
C+(CD)=(C+C)(C+D)=H(C+D)=C+D
ACD

D(B+C)

14-en vannak a tarsasagban.

a)
b)

c)
d)

e)

4
MI1. abra
nem,;
igen;
A={-2,6}, B={-1,0,1,2,3,4,5}, igen;

A={x|xeR, 2<x<4}, B:{x|xeR, 3<x<5}, nem;
A={2}, B={2}, nem.



1. Halmazelméleti alapok

10.

11.

12.

L o=

(AB)+(AB)=AB+B)=AH=A és

(AB)(AB)= A(BB)= AD =0 .
A+[B-(4B)|=A+(BAB)= A+ |B(A+B)) =
=A+(AB)+ (BB)=(A+ A)(A+B)+QJ=H(A+B)=A+B
A[B—(A4B)|= ABAB=.

(A+ B)(A+ B) +(A+ B)(A+ B)=(AA) + (AB) + (4B) + (BB) +
+(AA)+(BA)+(AB)+(BB)= A+(AB)+(AB)+ D+ A+ (BA) +
+(AB)+ D =(A+ A)+ AB+B)+ A(B+B)=H + (AH) + AH =H
(4B)+(CD)=AB CD=(A+ B)(C + D)
Balo.: A—(B—C)=ABC=A(B+C)=(AB)+(AC)
Jobb o.: (A4—B)+(AC)=(AB)+(AC)
(A—=B)+(B—-A)+(AB)+ (AB)=(AB) + (BA)+ (AB) + (4B)=H ,
mert P+P=H, ahol P=(AB)+(BA) .

{A [B-(B- C)]} { —[B—(BE)]}z

{ [B-BC]}zA—{A—[B(§+C)]}=

{ {88+ 80 ]} = - UBC)= - { 4B+ O}
= AA(B+C)= A(A+B+C)—(AA)+(ABC) ABC.

AB + B +(4B)+ (Aﬂ): (ABB) + (AB) + (AAB) =

— &+ (AB) +(AB)= A(B+ B) = AH = A
(A+B)(B+C)=BC=B, mert AcB é BcC.
{[4-4B)]C)+(C- B)={|44B[c}+(CB) =
={[A(Z+E)]C}+(C§)=(AZC)+(A§C)+(C§)=®+(C§)=c§

ABC 5. BCA
BAC 6. ACB
CAB 7. ABC
ABC 8. ABC
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13.
ac A I I I 1 N N N
acB I I NN I I NN
aeC I N I N N I N
ac AB I I
ae(AB)C |1 a) Balo.
aeBC 1 1
ae A(BC) |1 a) Jobb o.
acA+B+C|I I I I I I I
acA+B+C I | b) Balo.
acd I 1 I
acB I 1 I
aeC I I I I
acABC I | b) Jobbo.
ae ABC I I I I I I I]|c) Balo.
acA+B+C I I I I I I 1I]c) Jobbo.

MI1. tablazat

1.2 A valés szamok halmaza. A valés szamok axiéomai

14. A csak alulrdl korlatos: inf A=1e€ 4.
B korlatos: infB=—1eB, supB=1eB.
C korlatos: infC=5¢C, supC=6€eC.
D= { 1 1} korlatos: inf D=-1€e D, supD=1eD.
E={-1 ...} sem alulrél, sem feliilrél nem korlatos.
F= {0 1 2 3} korlatos infF=0eF, supF=3elF.
G= {3 2,1,0,-1, -2, } csak feliilrdl korlatos: supG=3eG.
H Kkorlatos: 1an =29¢H, supH=3]l¢H.
1= { |x eR, x<2,9 vagy x >3, 1} sem alulrél, sem feliilr6l nem

korlatos.
J  korlatos, ugyanis atalakitva a kifejezést, kapjuk:



1. Halmazelméleti alapok

1 ) 8+(lj , ha n paros
8" +(—4)" —8+( 1) 3 2

8 ) 1Y
8—(EJ , ha n pératlan

Ha n értéke n6, akkor (%) csokken. Igy a fels6 hatart megkapjuk, ha n

helyébe 2-t, az also6 hatart pedig, ha n helyébe 1-et helyettesitiink:
supJ =8,25¢J, infJ=75¢eJ.

1.3 Halmazok Descartes-féle szorzata, koordinata rendszer.
Intervallum, kérnyezet

15. a) AxB={(1,0), 1,3), 1,4, (2,0), (2,3), 2,4}
BxA={(0,1), (0,2), 3,1), (3,2), (4,1), (4,2)}
AxA={1,1), (1,2), 2,1), (2,2)}

y
X X y
34 X X
2 X X
1 X X
A s 4 7
AxB BxA
y
2+ X X
1+ X X
1 2 X
AxA
M2. abra
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b) AxB={(a,b) |0<a<4, 0<b<2, a,beR|
BxA={(b, a) |0<a<4, 0<b<2, a,beR|
AxA:{(xl,x2)|0<x1<4, 0<x, <4, xl,xzeR}

\ 15
‘ |
S — — )
T 1 4 X 77771‘777;_—;1
AxB BxA
X2
477 ”””””””” “
|
|
1+ l
N — —
1 4 X
AxA
M3. abra
16. 4={0,2} B={1,4} C={-3,-6,-9}

AxBxC={(0, 1, =3), (0, 1, =6), (0, 1, =9), (0, 4, —3), (0, 4, —6),
0,4, -9), (2,1, =3), (2, 1, =6), (2, 1, =9), (2, 4, —3),
(2,4, -6), (2,4, -9) }

BxCxA={(, -3, 0), (1, =3, 2), (1, =6, 0), (1, =6, 2), (1, =9, 0),
1, =9, 2), (4, =3, 0), (4, =3, 2), (4, —6, 0), (4, —6, 2),
4, -9, 0), (4, -9,2)}

A= Ax Ax A={(0, 0, 0), (0, 0, 2), (0, 2, 0), (0, 2, 2),

(2,0, 0), (2,0, 2), (2,2, 0), (2,2,2)}

10



1. Halmazelméleti alapok

17. a) Azorigd kozéppontu, 1 illetve 2 egység sugart korrel hatarolt
korgytirt, ahol a bels6 koriv hozzatartozik a halmazhoz, a kiils6 nem.
b) Az orig6 kdzéppontl, 2 egység sugaru kdrlap pontjai a hatarold
korvonallal egyiitt.
c) Az origo kdzéppontu, egység sugar korlap negyedik siknegyedbe eso
pontjai, kivéve az x tengelynek origo6tol kiilonbozo pontjai.
d) Az xy sik origotol kiilonbozo pontjai.
e) Az origd kozéppontu egység sugara korlap pontjai (a hatarolé kdrvonallal
egylitt), kivéve az elsd siknegyednek orig6tol kiilonbozo pontjai.
f) Az origd kézépponta 1 illetve 2 egység sugaru korrel hatarolt korgytrt
bels6 pontjai, kivéve az x tengely alatti pontok.
18. a) A=[4,6] D=]-w,3]
B=157] E=[-2, 2]
C =10, o] F=]-4,-1]
—— 2 P : >
4 6 5 7 10 11
A B C
—_— —e e, )
2 3 -2 2 -4 -1
D E F
M4, abra
by AB=]5, 6| A+B=[4,7] A-B=4,5]
CD =2 C+D=]-,3]u]10,0] C-D=C
EF=[-2,-1] E+F=]-4,2] E-F=[-1, 2]
19. a2 K@3)=]24[ b) Ko (0)=]-0.1 0.1
) Koo (=1)=]-1001, —0,999]
20 A=K, (2) C=K,(-2)
B=K, (5) D=K(1 2)

11



ANALIZIS PELDATAR

1.4 Halmazok szamossaga

21. Megmutatjuk, hogy a két halmaz elemei kozott 1étesithetd kolcsondsen
egyértelmli megfeleltetés. Egy lehetséges megfeleltetés a kovetkezo:
T ={10, 20, 30, ..., 10n, ..}

OB
={L 2, 3 ., on .

N+

22. Megmutatjuk, hogy a halmaz elemei sorba rendezhetok: 1, %, %, %,

23. Elégbelatni, hogy Z -elemeit sorba lehet rendezni: 0, 1, —1, 2, —2, 3, ...

24. A TK. 1.4. példaja alapjan tudjuk, hogy a Q" halmaz megszamlalhato,

ugyanis elemeit sorba tudjuk rendezni: 1, %, 2, 3, %,

Hasonléan a Q™ halmaz elemei is sorba rendezhetdk:
-1, —l, -2, =3, —l,
2 3

Igya Q halmaz elemeit is sorba rendezhetjiik Gigy, hogy a 0-t elsd helyre
tessziik, és Q", valamint Q~ elemeit ,,0sszefésiiljik”:
0, 1, -1, %, —%, 2, =2, 3, -3, .., tchata Q halmazis

megszamlalhat6 szamossagu.

25. Mivel a halmazok megszamlalhatoé szamossaguak, ezért elemeikbdl sorozat
készitheto:

A= {al, a,, as, }
B={b, b,, by, ...}

Az AU B halmaz elemei szintén sorba rendezhetdk:
AUB= {al, b, a,, by, as, }

Tehataz AU B halmaz is megszamlalhato.

Megjegyzés: Ha A és B elemei kozott egyenldk is vannak, akkor az
,»0sszefésiilésnél” a mar masodszor eléfordulod elemet ,,atugorjuk”, vagyis
kihagyjuk.

26. A 24. feladat alapjan tudjuk, hogy a Q halmaz megszamlalhat6 szamossagu,
azaz elemei sorba rendezhetok:

Qz{rl, Ty, 13, }

12



1. Halmazelméleti alapok

27.

28.

29.

fgya QxQ halmaz elemeit célszerii a kovetkez6képpen elrendezni:

., n) = (#, n) (rn,n) — @, n)
(15, 1) (ry, 1) (ry, 13) (ry, 1)
(3, 1) (3, 1) (3, 13) (5, 1)

A nyilak egy lehetséges sorba allitast mutatnak.

A két szakasz pontjai kozott kolcsondsen egyértelmti megfeleltetés 1étesithetd
pl. az M5. dbrdn lathaté modon.

0

MS5. abra

Igen; R és R egyenlé szamossagh, mivel elemeik kozott kolcsdndsen
egyértelmii megfeleltetést 1étesit pl. az f(x)=2" xeR fliggvény.

1.5 Vegyes feladatok

A:{l, 2, 5, 10} C={x| xeR, x<-2 vagy x>2}

B:{—4, —\/E, x/E, 4} D={x|xeR, x23}

a) DcC

b) A és B diszjunkt halmazok, mert AB=O.

) A+B={-4, -2, 1, 42,2, 4,5, 10}
Korlatos: inf(4+ B)=—4, sup(4+B)=10.
A-C={1,2} korlatos: inf(4—C)=1, sup(4d—C)=2.
C—B={x| xeR, x<-2, x#4 vagy x>2, x¢4}
sem alulrol, sem feliilrol nem korlatos.
BC={-4,4} korlatos: inf(BC)=—-4, sup(BC)=4.
CD =D csak alulrol korlatos: inf D=3.
C +D=C sem alulrél, sem feliilr6l nem korlatos.

13
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30. Tobbféle megoldas lehetséges, példaul:
a) A+B+C
b) ABC
¢) (ABC)+(ABC)+(ABC)
d) (ABC)+(ABC)+(ABC)+(ABC)

e) ABC=A+B+C

31. 1. Belatjuk, hogy paronként diszjunkt halmazok:
[4-(BC)|(B-A4)=ABCBA=(AA)BCB=3
[4-(BC)|ABC= ABC ABC = ABC(B+C)=
=(ABBC)+(ABCC) =D
[4-(BC)]- A4+ B=4BC AB=2
(B - A)ABC=BAABC =&

(B-A)A+B=BAAB=0
ABCA+B=ABC AB=O

2. Belatjuk, hogy egyesitésiik az alaphalmaz:
[4—(BC)|+(B—A4)+(ABC)+ A+ B = (ABC) +(BA) +(ABC) +

+(4 E):A[B_C+(BC)] +[Z(B+E)] =(AH)+(AH)= A+ A=H .

32. 1. f) akifejezés egyszeriibb alakra hozva: (ABC)+ (AEZ’) .

y

M6. abra

14



1. Halmazelméleti alapok

33.

34.

. gy B-C iy AC
h) ABC i) (ABC)+(4BC)
a) |-1;4] b ]2:3] o F1:2]

Mivel megszamlalhatoan végtelen sok halmazt egyesitiink, ezért a halmazok
sorba allithatok: 4,, 4,, A4,, ...; de maguk a halmazok is megszamlalhato
szamossaguak, vagyis minden egyes halmaznak az elemei is sorba
rendezhetdk. Ezt felhaszndlvaaz 4, U 4, U4, U... halmaz elemeit a
kovetkezoképpen célszerii elrendezni.

4 ay — 4y az — ay
4 e ~7 &
2 Qs 25%) Qs ayy
% '
4, as) asz as; a3y
4, Ay ) Ay3 o
N2

Az elemeket most mar konnyen sorba allithatjuk, pl. igy (a nyilak mentén
haladva):

Ay, ypy dyps Azpy ypy iz, iy, dpzy oeee
Vegyiik még figyelembe a 25. feladat utani megjegyzést is.

1.6 Ellenérzo kérdések és feladatok

Az Osszeadas és a szorzas kommutativ (lasd 1.1. tétel), a kivonas azonban
nem: B—A# A—-B. Ezutobbi Venn-diagramon is ellendrizhetd.

Nem igaz. A kétféle algebraban vannak ugyan egyforma azonossagok (pl.
kommutativitas, asszociativitas, stb.), de vannak eltéréek is (pl. a Boole-
algebraban igaz az A+ A=A azonossag, de a valdés szdmok algebrajaban
nem.)

Nem igaz az a) b) és d) azonossag (err6l Venn-diagram segitségével is
meggy6zddhetiink).

Igaz a c) azonossag, melyet pl. Boole-algebrai atalakitasok segitségével
konnyen igazolhatunk.

Igen.

a) Hamis, mert nem valds szamok, hanem 12 db rendezett valds szampar
alkotja a halmazt.

15
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16

b)

d)

a)
b)

¢)

d)
e)

Hamis, mert a halmaznak nem 9, hanem 24 db eleme van. (Az elemek
rendezett valos szamharmasok.)
Igaz. Legyenpl.: A={a, b} é B={c, d, e}.
Ekkor Ax B=1{(a, ¢), (a, d), (a, ), (b, c), (b, d), (b, €)}.

Bx A={(c, a), (c, b), (d, a), (d, b), (e, a), (e, b)}.
Hamis, mert a két halmazt nem ugyanazok az elemek alkotjak (lasd c) pont
megoldasa). Pl.: (a, ¢)#(c, a).

Nem igaz. A két halmaz ekvivalens.

Igaz. Mindkét halmaz megszamlalhaté szamossagu.

Nem igaz; ugyanis ha az irracionalis szamok halmaza
megszamlalhatéan végtelen lenne, akkor a (megszamlalhatdan
végtelen) raciondlis szamok halmazaval egyesitve — a valos szamok
halmaza is megszamlalhaté szamossagu lenne. A valds szamok halmaza
azonban nem megszamlalhato (lasd 1.8. tétel).

Nem igaz (lasd pl.: a b) pontban szereplé Z ¢s Q halmazokat).

Igaz (lasd a 27. feladatot).



3s.

36.

37.

38.

39.

40.

2. VALOS FUGGVENYEK

2.1 Figgvényfogalom, valés figgvények.
Természetes értelmezési tartomany

Fiiggvényt hataroz meg a b), d) és e) hozzarendelés, ezeknél ugyanis minden
lakashoz pontosan egy dolgot rendeliink. Nem fiiggvény azonban az a) és c¢)
hozzarendelés, mert egy-egy lakashoz tobb auto, illetve tobb lako is tartozhat
(vagyis nem egyértelmi a megfeleltetés).

A b) nem kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés, mert vannak olyan lakasok,
amelyekhez ugyanazt a szamot rendeljiik (pl. két lakashoz is 0-t rendeliink).
Az e) kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés, mert minden lakdshoz mas-mas
sorszam tartozik.

A d) hozzarendelés akkor és csak akkor kdlcsondsen egyértelmii, ha nincs két
olyan lakas, melyben ugyanannyian laknak.

Mindhéarom fliggvény valos értékili, mert értékkészletiik részhalmaza a valos
szamok halmazanak. Valos-valos fiiggvény nincs kdzottiik, mert mindegyik
fiiggvény értelmezési tartomanyat a tarsashaz lakasai — nem pedig valos
szamok — alkotjak.

a) f(25=12+0,02-25=1,7, azazegy 25 évesembernek a vér

koleszterinkoncentracidja 1,7 gramm/liter.
b) Evente 0,02 grammal nd a vér koleszterinkoncentracioja literenként.

f(x)= %x +5, x>20 (mértékegység: ezer Ft)

(db)
a) 0,72%
b) f(40)=854 (millio)
20+—<  °
Fx)=20+ 2[%} x>0
(M. 7. abra)
a) 3x2=Tx+2#0 , azaz 10 20 30 40 (perc)
xeR - {l , 2}
3
b) x*+1#0, azaz xeR. M 7. abra

¢) x*—-4>0, azaz |x|22.
d) x=22 ¢és x=>-2, vagyis x=2.
17
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41.

e) x—1>0 ¢é 6-x>0, vagyis 1<x<6.

f) —x*+7x-6>0, vagyis l<x<6.

A ¢) és d) pontbeli fliggvények nem egyenldk, mert az értelmezési tartomanyuk
nem egyezik meg. Az e) és f) pontbeli fliggvények sem egyenlok, mert bar az
értelmezgési tartomanyuk egyenld, de ugyanazon x értékhez mas-mas
fliggvényértéket rendelnek.

18

a) f(x)=x’, xeR-{0}, R, =R".
b) f(x):_z(x_z)s("_s):—zx+4, xeR-{5}, R,=R-{-6}.
e
c) f(x)=|x, xeR, Rf=[0, oo[.
27 —4.2% 2Y(2Y—-4) . .
d) f(x)= 2 T 2 =2", xeR-{2}, R, =R"-{4}.
y
A\
y
2 5«
—6+
a) b)
y y
14 44
_/ 1 1
12 x
c) d)
M 8. abra



2. Valos fiiggvény

2.2 Figgvénytranszformaciok

42. Teljes négyzetté alakitas utan a képletbdl leolvashatok a transzforméacios
1épések.
g(x)=x> +10x+20=(x+5)* =25+20=(x+5)* -5
h(x) =227 —4x+5=2(x* —2x)+5=2[ (x=)? —1]+ 5 =2(x=1)? +3
k(x) = —x? —6x +1=—(x +6x) +1 =~ (x+3)> =9]+ 1 =—(x +3) +10
Pl.a & figgvény esetén a transzformacios 1épések (egy lehetséges

sorrendje):

1. x—>x° alapfiiggvény abrazolasa;

2. x> (x—1)%: eltolas az x tengely mentén pozitiv iranyban egy
egyseggel;

3. x> 2(x-1)7%: nyujtas az y tengely mentén, azaz minden pontnak

az x tengelyt6l mért tavolsaga 2-szeresére valtozik;
4. x> 2(x—1)> +3: eltolds az y tengely mentén 3 egységgel pozitiv
iranyban.

y

M 9. abra

43. Egy-egy lehetséges megoldast mutatunk.
a) Alakitsuk at a képletet:

5—x__x—5__(x—2)—3__1+ 3
x—2 x—2 x—2 x—2

g(x)=

19
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20

A transzformacios 1épések:

L.

az f(x)= 1 alapfiiggvény abrazolasa;
X
1 . . e,
X 5 . eltolas az x tengely mentén pozitiv iranyban 2
¥ —
egyseggel;
3 . . . .
X 5 : minden pontnak az x tengelytdl vett tavolsaga
x J—
3-szorosara no;
X 5~ 1: eltolas az y tengely mentén egy egységgel negativ
x f—
iranyban.
y |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
_____ T T e
|
\ |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
M 10. abra

b) g(x)=|2x+8|-3=2|x+4|-3

1.
2.

az f(x)=|x|
xH2|x|:
x|—>2|x+4|:

alapfiiggvény abrazolasa;

minden pontnak az x tengelytdl mért tavolsaga
2-szeresére no;

eltolas az x tengely mentén 4 egységgel

negativ irdnyban;



2. Valos fiiggvény

4. x> 2| x+4 | —3: ecltolas az y tengely mentén 3 egységgel

negativ iranyban.

y

\./

-3l

M 11. abra

c) g(x)=A9x—-18+1=9(x—-2) +1=3v/x-2+1

1. az f(x)=+x
2. xPAx-—-2:

3. x> 3Wx-2:
4., x> 3WJx-2+1:

alapfliggvény abrazolasa;

eltolas az x tengely mentén 2 egységgel
pozitiv iranyban;

minden pontnak az x tengelytdl mért tdvolsaga
3-szorosara valtozik;

eltolas az y tengely mentén pozitiv iranyban
egy egységgel.

M 12. abra

21
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44. (M. 13. abra)

M 13. 4bra

45. a) Az f(x)= L, xe ]1 ; 2] fiiggvény képletébdl kozvetleniil (vagy

2x-6
grafikus vizsgalat alapjan) adodik, hogy a fliggvény szigorian monoton
csokkeno;
1 1 1 1
1)=——, =——, gy R, =|——; ——.
== J@==3. &y & [ 5 4{

b) Erdemes véazolni a fiiggvény grafikonjat, ahonnan adodik: R =R.

) S(x)=3Vx> —2x+1=3{(x—1)> =3x—1|, igy [0;6]
d*) Vegyiik észre, hogy az f fiiggvény grafjaaz x> cigx fiiggvény
grafikonjanak x tengely iranyu zsugoritasaval keletkezik. E

transzformacio soran a periddushossz 7 -r6l — -szeresére, vagyis egy
T

egységre valtozik. Igy: R +=R.

2.3 Szakaszonként megadott figgvények,
figgvénytulajdonsagok

46. a) Korlatos: inf f(x)=-1, sup f(x)=1.
—-2x-1, ha x<-3
b) f(x)=4 5, ha —-3<x<2
2x+1, ha x>2
Csak alulrol korlatos: inf f(x)=5.

22



2. Valos fiiggvény

B x+1, ha 0<x=#l
2 f(x)_{l—x, ha —1#x<0
d) Csak feliilrdl korlatos:  sup f(x)=6.
e) Korlatos: inf f(x)=0, sup f(x)=1.
f) Nem korlatos.

Csak alulrol korlatos: inf f(x)=1.

C) d)
y
4+ —o0
y 3T -
24 —0
1* ,,,,,,,,,,,,,
1+ —o0
1 x T2 3 x
—(f
e) f)
M 14. abra

23
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47. a) Paratlan, mert D, =R, ésminden xeR esetén

f(=x)=2(=x)’ = (=x)=-2x" +x=—f(x) .
b) Se nem paros, se nem paratlan, mert van olyan x € R, hogy
f(=x)=2(=x)’ = (~x) +4=-2x" +x+4 =+ f(x),
pl. f(-)=3=+f(1)=5.
¢) Paros, mert D, =R— {0 } ¢s minden xeD, esetén
1 B 1
5(=x)* +2(=x)>  5x* +2x°
d) Paros, mert Df =R, ésminden xeR esetén

f(=x)=37"+3"=f(x).

e) D,= R, nem szimmetrikus az origéra = se nem paros, se nem

f(=x)= =f(x).

paratlan.
f) Paros, mert Df =R - {O } , ésminden xe€ Df esetén

fex)= sin(—x) _- sin x _ sin x ).
- X -X X
48. (M. 15. abra)
y

M15.a) abra

24



2. Valos fiiggvény

49.

a)

b)

b)

M 15.b) abra

R, = [O ;7 [ ; nem monoton, de vannak monotonitési szakaszai:
szigoruan monoton csokken a [— 5;- 3] és [—1 ; 0]
intervallumokban, valamint szigorian monoton novekedo a [— 3= 1]
és [0 ;2 [ intervallumokban.

Korlatos: inf f(x)=0 és sup f(x)=7.

Lokalis maximumhelyek: x=-5 ¢és x=-1,

a lokalis maximumértékek: f(=5)= f(-1)=4.

Lokalis minimumhelyek: x=-3 ¢és x=0,

a lokalis minimumértékek: f(-3)=0 és f(0)=3.

Abszolut maximumbhely nincs, abszolit minimumhely: x=-3

¢s az abszolut minimumeérték: f(-3)=0.

R, = ]0 ; 4]; nem monoton, de vannak monotonitasi szakaszai:
szigorian monoton csokkend a [— 7; 2[ és [2 ; 5] intervallumokban,
valamint szigortian monoton novekedo az [5 ;7 [ intervallumban.
Korlatos: inf f(x)=0 és sup f(x)=4.

Abszolut (és lokalis) maximumhely: x =2, értéke: f(2)=4, lokalis
maximumhely: x=-7, értéke: f(-7)=3, lokalis minimumhely:
x=5, értéke: f(5)=1, abszolit minimuma nincs.

2.4 Miveletek fiiggvényekkel.
Osszetett és inverz figgvények
f+g: xlgx—-4)+1g(x+4), x>4.
fS+g#h, mert D, #D,:
D ={x| xeR és x>4}, D, :{x | xeR ¢s x<—4vx>4}.

f+g

25
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50.

51.

26

a)

b)

a)
b)

¢)

d)

X242

f+g: x> xeR—{O}.

x
f-g: x—2, xeR-{0}.

2
i: x|—>x7, xeR—{O}.
4

(f +9)(x)=2x -6 +5-x, xel3;5].
(f- 90 =v2x—6-5-x, xe[3;3].
A=
g V5—x
(f+g)(x)=lgx® +1gx =2lgx+1lgx=3Igx, x>0.
(f-9)(x)=(gx*)lgx=2-1g’x,  x>0.

2
S =lex _2lex_, L cre_fi).
g lgx lgx

xe[3;5[.

fog: me, x<3 gof: x|—>3—\/;, x>0
fog: x> lg(x+3), x>-3 gof:x—>3+1lgx, x>0
1, ha x<-4 v x>6
fog: x>sgn(x’ —2x—-24)=4 0, ha x=—4 v x=6
—1, ha —4<x<6
—21, ha x<0
gof: x—><-24, ha x=0
—25, ha x>0
fog: x—log, (—=x*) nem értelmezhetd egyetlen valés x-re sem,

mert —x* <0, ha xeR.

go [ xt>—(logyx)*, x>0
fog: x> 2x+5, xeR-{-3}
x+3
2x+5=2_ 1  ha x20
go f: XH2|X|+5: x+3 x+3
' Ix[+3  |-2x+5 1
—=2+ , ha x<0
—x+3 x—3



2. Valos fiiggvény

a)

fog

b)

fog

gof

-21

-25

c)

d)

e)
M. 16. abra

27
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52. a) fog:

gof:
Sfof:
geog:
b) feog:

d fog:

g°8§:

53.

28

xl—)‘—x2+11x—28

R xeR
x|—>—|x|2+11'|x|—28, xeR

R xeR

x| x| =]x

x> —(—x* +11x —28)% +11(-x* +11x —28) - 28,

2
x> —+1, xeR-{0}
X
1
DX — R xeR
2x° +1
cxP202x" +1)? +1, xeR
DX X, xeR—{O}
: leog5\/;, x>0
x> y/logsx,  x2>1
: x> logslogsx, x>1
D AWr =x, x>0
, ha x<0
27 +2
x—>< — , ha x=0
2
1
> , ha x>0
x“+2
252 | ha x<-2
DX | 2
( j, ha x>-2
x+2
: xl—)%, ha xeR—{—g;—Z}
+2 2
x+2
(2*)*=2%, ha x<0
X 0 , ha x=0

(x*)*=x"*, ha x>0

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést: h= f o g. Ekkor
a) f(x)=

8, xeR g(x)=5x+4, xeR.

xeR
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b) f(x)=\/;, x>0 g(x)z%, x<0 v x>2.
) f(x)=x", xeR g(x)=3x*-2, xeR.

d f(x)=x*, xeR g(x)=1gx, x>0.

e) f(x)=Igx, x>0 g(x)=x%, xeR—{O}.

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést: h= f o gok. Ekkor
f) f(x)zx/;, x20 g(x)=log;x, x>0 k(x)=T7x+3, x>—%.

54. fog: xmlog, (x*-1), x<-1v x>1I.
2

ho fog: xi—|log, (x> —1)

2

, x<-1v x>1.

fohog: xl—)logl‘xz—l, xeR—{—l;l}.
2

hofog

29
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55. Csaka b), d) és h) fiiggvényeknek nincs inverziik. Ezeknél a fiiggvények-
nél ugyanis ugyanazt a fliggvényértéket tobb helyen is folveszi a fiiggvény. Pl.
az f(x)=cosx fiiggvény az x =2kr (keZ) helyeken — vagyis végtelen
sokszor — folveszi az 1 értéket.

a) f‘l(x):§+2, xel0; 6]

X

0 f4wr{;x=fwx xeR-{-1}

e) f_l(x)z—\/;, xe[l;oo[
) f)=—V1-x*, xe[0;1]
&) f%m=—§§+; xeR-{0)

2)

M 18. dbra

56. Belathato, hogy mindegyik fliggvény szigoruan monoton, ezért 1étezik az
inverziik.

a) f7'(x)=log;x-2, x>0
30



2. Valos fiiggvény

1 x+1 1
b) fl(x)ztaj +E, xeR

Yy _n7y
o x=i, 2x=2Y =27, 2 _2x.2¥ _1=0

2x+\/4x +4

2, = xEVXE 4L 2750 = 2V =x+4x7+1
y=log2(x+\/x +1), xeR

_ —J1—x, hax<l

fl(X)Z{

d)
x—1, hax>1

2.5 Vegyes feladatok

57. a) f(100)=5,8+0,002-100=6 (t/ha)
Tehat 100 kg miitragya felhasznalasahoz 6000 kg termésatlag tartozik
hektaronként.
b) Ha 1 kg-mal noveljiik hektaronként a miitragya mennyiségét, akkor
0,002 tonnaval, azaz 2 kg-mal nd a termésatlag.

58.

M 19. abra

R, = [— 1;3 ] ; nem monoton, de vannak monotonitasi szakaszai: szigortian mo-

noton csokken a [2 ; 4] intervallumban, és szigortian monoton névekedd a
]— w;—4 [, [4 ; 5] intervallumokban, valamint alland6 a [— 4; 2] interval-
lumban.

Korlatos, inf f(x)=-1 és sup f(x)=3.
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Abszolut (és lokalis) maximumhelyek: —4 < x <2, a maximumérték: 3
Abszolut (és lokalis) minimumhely: x =4, a minimumérték: —1.
Lokalis maximumhely: x=5, a maximumérték: f(5)=0.

59. Az f fiiggvény szigoruan monoton novekedd, a g fliggvény (képe
hiperbola) szintén kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés, ezért mindkét
fliggvénynek létezik inverze:

' (x)=3", xeR, R_ =R"

a

g_l(x)z;, xeR—{—l}, R ,=R-{0}
1 9 g
X+ -

11
h=fog: XHIOg{;_gja Dh:]0;9[

h szigortian monoton csokkend fliggvény = étezik inverze:

hl:leog{l—l} 3"21—1, yzL, xeR,
y 9 y 9 3L
9
h_l(x)z 11, xeR, Rh,1=]0;9[.
3+
9

60. fog: x|—>[x]2, xeR.
Sem nem paros, sem nem paratlan; R, ={n2| neN}.

Nem létezik inverze, lasd az M 20. dbrat.

y
—o0 -9 —o
—0 L4 —o
_ —
3 -2 1 2 3 4 x
M 20. abra

32
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2. Valos fiiggvény

2.6 Ellenorzo kérdések és feladatok

Nem lehet, mert egy x értékhez két y érték is tartozhat. PL. ha x=0, akkor

y:

+1. (Grafikonon: van olyan fliiggbleges egyenes, amelynek nem egy,

hanem két metszéspontja van a korrel.)

a)
b)

c)

d)

b)
c)
d)

A g fiiggvény grafikonjat az f fuggvény grafikonjanak az y* tengely
mentén 2 egységgel torténd eltolasaval kapjuk.

a h fiiggvény grafikonjat az f fiiggvény grafikonjanak az x~ tengely
mentén 2 egységgel torténd eltolasaval kapjuk.

a k fiiggvény grafikonjat az f fiiggvény grafikonjanak az y tengely
mentén torténd nyujtasaval kapjuk: minden pont az x tengelytol mért
tavolsagat 2 -szeresére valtoztatja.

az e figgvény grafikonjat az f fiiggvény grafikonjanak az x tengely
mentén torténd zsugoritasaval kapjuk: minden pont az y tengelytdl valo
tavolsagat felére csokkenti.

Nem igaz; gondoljunk arra, hogy egy fiiggvénynek tobb lokalis
maximuma is lehet.
Igaz.
Nem igaz; gondoljunk az alulrél nem korlatos fliggvényekre.
Nem igaz; legyen pl. f(x)=-x és g(x)=x".
Mindkét fiiggvény monoton,de sem az 6sszegiik, sem a szorzatuk nem
monoton.
Igaz; ugyanis ha f és g paros fliggvény; azaz f(—x)= f(x) és
g(—x)=g(x) az origéra szimmetrikus értelmezési tartomanyon, akkor
(f+(=)=f(=x)+g(=x)=f(D)+g(x)=(f +g)(x) &
(/&) (=x) = f(=x)-g(=x) = f(x) - g(x) = (/&) (x) ,
ahol D,,, =D, "D, ¢ D,=D,ND,.
Csak az Osszegre igaz az allitas. Két paratlan fliggvény szorzata ugyanis
paros. (Az igazolas az e) pont mintajara elvégezheto.)

Nem létezik, hiszen a paros fliggvények nem kolcsondsen egyértelmil
leképezések. (Grafikonon: van olyan vizszintes egyenes, amely nem egy,
hanem tobb pontban metszi a fliggvény grafikonjat.)

Van. llyen pl. az f(x)=sinx fiiggvény.

Az fés f' fiiggvények grafikonjai egymas tiikorképei az y = x

egyenletli egyenesre nézve.
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7.

34

Mivel D I= =R, ¢s R = =D, ezért dbrazolva az [ fliggvényt,
leolvashatd, hogy a B valasz a helyes.

Az fog fliggvény esetében f akiilsd és g abelsd fiiggvény, ezérta C

vélasz a helyes. (Az értelmezési tartomany a 6x —2x* >0 feltételbSl
adodik.)
1
PL: f(x)=vx & g(x)=—7
X

Nincs olyan valos szam, amelyre az

fog: x> '/_xiz fliggvény értelmezhetd lenne, ugyanis

1
—— <0 minden xeR—{O} esetén.

X



61.

62.

63.

64.

3. SZAMSOROZATOK ES SOROK

3.1 A sorozat fogalma és megadasi médjai

3 8 15 24 1 3 7 15 31
a) 0) T T T T ST e e) N T o T T s e
49 16 25 24 8 16 32
by -2, 2 3 0, -0, 0, -5, =2, .
275 70 4 2
c) 2,1,1, 0, -1, -1, ... g) 3,31, 3,14, 3,141, 3,1415, ...
O 1L 27 Lons,
4 16

a) Szamtani sorozat; a, =1+(n-1)5=5n-4

vagy rekurziv médon: a, =1 és a,=a, ,+5 n=2.

b) an=3+l e) an=3+zi, vagy: a, =33
n = 10’
1 n+l1
c) an=[——) és anzan_1+i, nx2
2 10"
2n, ha n paratlan
d) a,= f) an:{£+1}
——, ha n péros 2
n+1

Az els6 év végén: a, =100000+100000-0,08 =100000(1+ 0,08) =
=100000-1,08 .

A 2. évvégén: a, =100000-1,08+100000-1,08-0,08 =
=100000-1,08(1 + 0,08) = 100000 - 1,08 .

Az n-edik év végén: a, =100000-1,08" mértani sorozat, g =1,08.

a) f(n)=100-1,08" (neN"), mértani sorozat, g =1,08.
b) f(n)=100+10-n (neN"), szamtani sorozat, d =10.
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(ezer Ft)

180T

100 A

1b év)

M 21. dbra

Az M2]. abra mutatja, hogy rovid tdvon a b) (linearis) fiiggvény szerint,
hosszabb tavon (7 év eltelte utan) az a) (exponencialis) fiiggvény szerint
lesz magasabb a bér.

3.2 Sorozatok tulajdonsagai (monotonitas, korlatossag)

65. a) Nem monoton.

500

M 22. abra
36



3. Szamsorozatok és sorok

b) Szigortan monoton ndovekedo.

y
z/
SR ;
M 23. 4bra

_ (n=3)(n+7) _ n-3

C) aﬂ
(n+3)(n+7) n+3

, szigoruan monoton ndvekedd.

M 24. abra

d) Szigoruan monoton csokkeno.
y

14+
\ |

T T

I SO

M 25. abra

66. a) a, :8+l = szigortan monoton csokkeno.
n
b) (1, 0, -1, 0, 1, ...), nem monoton.
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67.

38

c)

d)

g

h)

b)

d)

7
. = —
T (50 +3)(5n-2)
szigoruan monoton ndvekedo.
(a,) eldjelvalto = nem monoton.

a >0 minden neN" esetén = (a,)

2n+2 2n -2n* -2n+6 [>0, ha n=1
apn—4a, = 2 - 2 = 2 2
n“+2n+4 3+n° (n"+2n+4)3+n”) (<0, ha n>2
(a,) nem monoton, illetve (%, ;; %; j valéban nem monoton.
a,, _ 3% 3"+4 9.3"436

n+l

>1 minden neN"' esetén =

a, 3"'+4 3 3.3 44
(a,) szigoruan monoton ndvekedd.

a, = (— 5] +18, nem monoton, mert a paros indexii tagok 18-nal

nagyobbak, a paratlan indextiek pedig 18-nal kisebbek.
@1, 2 2, 2 2,2, 3, 3 ..) (a,) monoton novekedo.

Korlatos: infa, =0 ¢és supa, =1.

1 n
7+(7j , ha n paros (csdkkend)

7 —(%j , ha n paratlan (n6vekvo)

Korlatos: infa, =a, = 6é €s supa, =a, = 7L.
7 49
, ha n paros (csokkend)
_J) 2n+1
—;, ha n paratlan (n6vekvo)
2n+1
. . | 1

Korlatos: infa, =a, =-3 és supa, =a, =3
a,=2- 5 neN* —{5} Haelkészitjik az (a,) sorozat

n —

grafikonjat, akkor lathato, hogy infa, =a, =1 ¢és supa, =a, =3,
tehat a sorozat korlatos. (M26. dbra)



3. Szamsorozatok és sorok

M 26. abra
e) a,=—(n- 10)* +2, nem korlatos, csak feliilrél:  sup a,=2.
f) a, =log,8" =log,2*" =3n, nem korlatos, csak alulrol:

infa, =a, =3.

3.3 Konvergens sorozatok.
Miveletek konvergens sorozatokkal

68. a) Allitds: lim-- =0,

n
Iaeo 4,83 & 8,
I:
0 11 1 1
4 3 2
M 27. abra

Bizonyitds: legyen & >0 tetszéleges szam. Belatjuk, hogy 1étezik n,
kiiszobszam, amelynél nagyobb sorszamu tagjai a sorozatnak mar mind
beleesnek a hatarértéknek az & sugari kdrnyezetébe, azaz ezekre a
tagokra teljesiil a kdvetkez6 egyenldtlenség:

Lo
n

<é&. Ezt megoldva kapjuk: »n > l Tehat 1étezik kiiszObszam:
£

ha ¢>21 = n,=1, ha 0<e<l = noz[l}
&
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b)  Allitas: lima, =0

a, a, a, a,
| |
| |
_ 1 1 1
1 -3 0 i 2 1
M 28. abra

Bizonyitas: € >0 tetszéleges szam.

‘ =n" A 0= 1 <&, n> 1 . Tehat létezik kiiszobszdm: ha
n n £

g2l = ny=1, ha 0<e<l = noz{l}.
&

1+(1j , ha n paros
. 3"+l 3

C) an :(_1)
3" g
—1—[5) , ha n paratlan

A 3/c. példa megoldasa alapjan ez a sorozat divergens.

lim a,=1# lim a,=-1
n paros n paratlan

o

Q ——

M 29. abra

69. Legyen ¢>0 tetszoleges valos szam.

2 2 s 2 2 2
=—<¢& n’>—, n>3—,azaz n, =|3— |, ha
n £ & £

a) | —-0
nS
0<e<2, vagy ny=1, ha ¢22.
3 _0‘ 3

10"

b) <eg, 10”>3, n>lgi,

10 z p

azaz noz[lgg} ha O<£<%, vagy n, =1, ha 52%.
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70.

d)

d)

g)

h)

| 2n 1 | 3 | 3 1(3 j
R = <& n>— —+6,
3-4n 2G—4n)| 8n-6 8l 2
”ozmaX{P(i+6J , 1},
8l¢e
2
|5n2 +2—5= 217 <&, ha n>1, n2>£+3, Ny = 1_7+3 .
|l’l -3 n--3 & &
)% | | |
1im[1 +—j = lim(l +—J . lim(l +—j lim(l +—j =1'"" =1, mert
n n n n
liml—O
= 2nE||n ——=—— (A szamlal6 azonos foku a nevezdvel).
Bn —3n? - 8 2

2n°(3n* +n? +1) . 6n’ + ...
6 7, = lim————
(n” +3)(n+2n°) 2n° + ...

mint a szamlalo.)
A nevezdt a szamtani sorozat 6sszeg-képlete alapjan atirva kapjuk:

=0 (A nevez6 magasabb foku,

) 3’ +1 ) 3n* +1 . 3nt+1
lim =lim =lim - =3.
2+4+6+...+2n §(2+2n) n+n

2- i+1
) n? 2-1 1
lim 3 =0 225
—+2 *
n

L
3 3

Egyszertsitsink /n® -nal:  lim

lim[62 —(%j ] =36-0=36

4, ha n paros

L

ﬁ

a,=3+(-1)" = { } = divergens

2, ha n paratlan
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6(?) +1—l
i) lim

5" 0+1-0 1

1Y 0-25 25
g +25

frjuk szorzat alakba a kifejezést:
lim{(—éj cos(2n + 1)} =0,

mert lirn(— Ej =0 (limg" =0, ha |g]<1) ésa (cos(2n+1))
sorozat korlatos, igy alkalmazhatjuk a TK. 3.6. tételt.

71. a) lim(1+_—7j =e”’
n

3

— . _2

3

5

1+=

2 3 " é ’ 8
" - 5
b) 1 [5’”3] -1im(5n+3J ~ lim 1= L] =5

n-— Sn— 1Y L
_ 65

1+ 2

n
_l n
2
2 1+—=
2 s
=5 ;2
c) lim 4’; =lim =e
1+ 3 o4
4n* n
1+4
2
n

d) lim (1—lj(1+lﬂ = lim(l—l) -lim(l+lj =e e
L n n
2n(1 — ;j

e) lim —1” 1im




3. Szamsorozatok és sorok

_3
1+ 2
n s
" 2
= lim (l] L tim——=0.&
2 1 2n-5 3
— e
144 dn+1
n

3
7
n 1+—
7n[1+73j n
n n
D a,=|——5| =) —
" I+ 7
n
5 3
lim a, =e’ # lirn] a,=—e’ = (a,) divergens.
n paros n pératlan
_(4n+3Y"  (an+3Y' . (4n+3)"
g) lim =lim| -lim| =
nparos\ 4p — 1 4n—1 4n -1
é n
1+4
n 3 X
=lim 1= el =e; lim ﬂ =lim|
1 n 2 npératlan\ 37 + 1
= e 4
1+ 4
n
0y
e 1
= —1 :[e3j =e
e3

Mivel a két részsorozat hatarértéke megegyezik, ezért az (a,) sorozat

konvergens és lima, =e.

h) (sin(n%j]:(l, 0, -1, 0, ..)

3wl

S \w\»—
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72.

73.

44

3
" 1+-—2
1 3 n 3
_9. Y 5 2
lim{ 2227 ) = lim| — 22 | ~lim =8
1-2n 1 1 1Yy -
o 1 2
1+-—2
n
e', ha n=4k+1, keN
Ezért lima, = 0, ha n=2k, keN"’
—e', ha n=4k+3, keN

Mivel a részsorozatok hatarértékei kiilonboznek egymastol, ezért az
(a,) sorozat divergens.

lim(l - 4) =—4.
n

l—4+4 <L, 1 L, n>999, tehataz 1000 . tagtol kezdve
n 999 n 999
esnek a sorozat tagjaia —4 -nek az ¢ sugart kornyezetébe.
lima, =0; a 11. tagtol.
lima, =4; mar az elso tagtol.
lima, =6; a 448. tagtol.
lima, =%; a 7. tagtol.
2 n n
lima, = L. |n +(21) 5_l:|15(21) i1
37| 3P+l 3| 943 | 100
Ha n paros: 124 <L, n>12,46.
9n~+3 100
Ha n paratlan: 5 < L, n>13,32.
9n=+3 100

Tehata 14 . tagtdl kezdve esnek a tagok a hatarérték ¢ =0,01 sugarti
kornyezetébe.

Szigoruan monoton ndvekedd; konvergens: lima, =50; korlatos:

infa, =

? ¢és supa, =50; n, =12847.



3. Szamsorozatok és sorok

M, ha n paros lim a, =50
2n+5 n paros
P ar=1 0007
—L, ha n paratlan lim a, =-50
2n+5 n pératlan

Nem monoton; divergens; korlatos: infa, =-50 és supa, =50.
¢) Monoton ndvekedd; konvergens: lima, =2; korlatos: infa, =5 és

supa, =2; n, =198.

2" .
d) a, =(— gj —5; nem monoton; konvergens: lima, =—5; korlatos:
infa, -2 és supa, =—4£; ny=>5.
5 25

e) Nem monoton; nem korlatos, csak alulrél: infa, =0; divergens.

L . ) . 17 ,
f) SzigorGian monoton ndvekedd; konvergens: lima, :E; korlatos:

17,
99’
g*) Nem monoton; konvergens:

2020 2020 20 20 207 [@j

"1 2 20 21 227 0 200 21

20% (20" (20)”
200\ 21 21
A ,rendérelv” (TK. 3.8. tétel) miatt lima, = 0.

2019
6120 = 1—9' .

infa, =0,17 ¢és supa, = ny =

O<a

Korlatos: infa, =0 és supa, =a,, =

3.4 Specidlis divergens sorozatok

74. a) lim{nS(—2—%+i4+isﬂ:oo.(_z):_oo
n n n

(a,) tagabb értelemben konvergens.
6
b) 1im5"—+85
2-10n
c) A tagok kiilon-kiilon oo -be tartanak (a szamlalé magasabb foku a
nevezdénél), ebbdl kovetkezik, hogy az dsszegik is: lima, =0

=—oo (A szamlalé magasabb fokl, mint a nevezd.)
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d) A kisebbitendd és a kivonand¢ kiilon-kiilén oo -hez tart. Ebbdl a
ténybdl azonban a kiilonbség konvergenciajaval kapcsolatban még
semmire sem tudunk kdvetkeztetni. Hozzuk k6zos nevezore a kifejezést!

n*+2 2n*—n n’+9n+2
a, = - = .
" 2n+l  4n+1 Sn?+6n+l
A kapott racionalis tort konvergens (a szamlalo azonos foku a nevezdvel),

, ) 1
igy: lima, =—.

Vn+2

e) Egyszerisitsink zn-nel: lim————=w

3/1+i3+1
n

; Hmwnww_ﬁ)(ww+¢n_¢;j:

N R
2n 2

=1lim :%:1
2

VAl +yn—n \/”j;*Jl‘j;

g) lim[ ! (1) ] ! 00 =00, mert lim(%j =00, (TK. 3.10. tétel)

=1lim

0,62 \6) | 0,6
B _1
2Y |2
> % 1+3 1
3n[1+3 ) 3y " P
by fim ——22 ] =im| [ 2] L] =] | =
1 2 1) 1
" 1+ 2
n
75. a) a, =—n2(1—¥], lima, =—o0.
n
10—n? < =600, n*>610, n>247, tehata 25. tagtol.
b) lima, =—0; a 361. tagtol.
¢) lima, =—; a 10. tagtol.
76. a) lima, =; n*>10%, n>10, tehata 11. tagtol.
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3. Szamsorozatok és sorok

b) lima, =w; a 11. tagtol.
¢) lima, =o; az 5002. tagtol.

3.5 Végtelen sorok

. 1 -
77. a) Meértanisor: g = 3’ | q| <1 = asor konvergens és dsszege:

b) ¢= % >1 = asor divergens.

6

1
c) qz—g, |q|<1, s=—51=—1.

1+—
d ¢= —g <—1= asor divergens.

e) 27-4”, g=4>1 = asordivergens.

n=1

4
2 3 -
4 (4 (4 o 4 . 4 35
——+|—| | =| +..=—2-=——, igy asor Osszege: 3—— = —.
D (9) (9) LA TR
9

2
e 2 n . 2
g) Z(_J :ng, igy a sor dsszege: 10%.

n=l1 5 1- g
5
h*)Hasznaljuk fel a kovetkezd 6sszefliggést: ! 1

n(n+1):n n+1

1 1 1
+| —- =1-
n n+l n+1

) =1, ezért a sor konvergens és dsszege: 1.

fgy a sor n-edik részletosszege:

)

Mivel lims, = lim[l—

n+1
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5
78, a) 055=> 4 >4 > 4 10 5
10 10°  10° b9
10
b 0oL 3L 3L ew 3l
102 10* " 10° 1-0,01 99
0 2345 2+E+345 _ 0,345 _ 345 2343
10°  10° 1-0,001 999 999
4 4 4 L, i .
79. a) s, :E o7 +—— szigorlian monoton novekedd, mert
4 . N .
S, =S, = >0 minden ne N" esetén.
101’l+1
4
Konvergens: lims, =1—01—— Korlatos: infs, =0,4
10
(L (L
, 4 4 10 4 10 4 4
és sups, =—. §,=———F—=———‘—=———-
9 10 1_i 10 9 9 9
10 10
4 4 (1Y) 4] 4 1 1
———| =] = —<—, 10">i-106, n> 5,65,
9 9 \10 99 9 10" 10
n, =5
b) Nem monoton, konvergens: lims, = ——=
1+—
7
korlatos: infs, =5, =— és sups, =s, =3.
221y 2 2 1 2
8 8\ 7 8 8 7" 10°
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80.

81.

d)

b)

2
Mivel lim ! 21 Ozn =-5#0 = asor divergens.
n

Mivel lim(l + éj =e¢’ #0 = asor divergens.
n

n+l
Mivel %] — 047 n _0dn < 0,4n =0,4<1 = asor
a, n+l 04" n+l n
konvergens.
1 n+l 1 "
a 3 n _5” 3 1
Mivel || = : = = <—<1 = asor
a, n+l1 ( 1}" n+l| n+l1 3
3
konvergens.
3.6 Vegyes feladatok
(\/n n n)[\/nz—n +nj w2 —n—n?
lirn[\/nz n —n) ~lim ~lim -
x/nz—n +n n*—n+n
. —n . -1 -1
=lim——— = lim—— = —
\' n
5
. 3 0
llm—zzﬁ_oo
1+=
3’1
lima, =2+ liml a,=-2 = (a,) divergens.
n paros n paratlan
n+l 2
lim—— =lim—>—=3; ljm — =3
nparos ) 4 3" 2 nparatlan I’l2 +1
—+1
3}’!
A két hatarérték egyenld = lima, =3.
. 1
lim[—z-sgn(n—lo)}:o, mert  lim———=0 ¢&s
1+2n+3n 1+2n+3n

(sgn(n—10)) korlatos.
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sy
1+ 8
n 5
6l 2 2 4 3
Y(n* +1 8
f) lim (”6 9) +lim —limg L L pre =
\n 3 n 3
— e
1+8
n

., . ” 1
82. Az (a,) sorozatszigorian monoton ndvekedd, mert (1 - 3]
n+

szigoriian monoton ndvekedd, és egyre nagyobb szamnak a 10. hatvanya is

10
. 1

egyre nagyobb. A sorozat konvergens: hm(l - 3] =1.
n+

A (b,) sorozat nem monoton, mert eldjelvalto.

2

n 1+— ) n

. (n+2 . n e 1 . n+2 1

lim| —=| =lim~—%—=—=—; lim |- —=| |=——.

nparos\ 77 + 3 3 n 63 e n paratlan| n+3 e
1+~

n

A két részsorozat hatarértéke nem egyezik meg, tehata (b,) sorozat

divergens.
83. a) fim 2L iy =3-1im[5”_3J =
Sn-3 2n+1j” 5 2n+1
5n-3
3y
—
n 3
n 5
=2-lim S :g-oo-e—:oo (divergens).
5 2 1Y 5 !
- e?
1+2
n

n

b) lim(Z + 2%) =2 (konvergens).
Szigoraan monoton csokkend; korlatos: infa, =2, supa, =2.5.
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84.

8S.

c)

a)

b)

lim a, :l;t lim a, = L = (a,) divergens.
n paros n paratlan 3
o, 1, 1, 2, 2, 3, 3, ...) Monoton névekedd; nem korlatos, csak
alulrél: infa, =0; divergens; lima, =co.

n-3

a, = > szigorian monoton névekedd; konvergens: lima, = 5;
n+

korlatos: infa, = —% és supa, :%; a 2000. tagtol.

Konvergens: lima, =0; szigorGan monoton csdkkend; korlatos:

infa, =0 és supa, = %; a 9. tagtol.

Mindkét sor végtelen mértani sor.

a)

b)

a)

b)

10+10% +10° + ... divergens, mert ¢ =10>1;
(s,) szigortan monoton névekedd; nem korlatos, csak alulrol:

infs, =5, =10.

q=0,01, |q | <1 = (s,) (ésavégtelen sor) konvergens:
lims, = 0 0’3901 =1; (s,) szigortan monoton ndvekedd; korlatos:

infs, =5, =099 és sups, =1.
1 _4 1 1

- = <—, 10 >10°, n,=3.
100" 100" 10

3.7 Ellendrzo kérdések és feladatok

Nem. Gondoljuk meg, hogy ezen meghatarozas alapjan pl. az
a, =(—1)" sorozatnaka —1 ésaz 1 is hatarértéke lenne. (A helyes
definici6 a TK. 58. oldalan szerepel.)

crer

n,-lal jeloljiik a kiiszobszamot, akkor 4 ¢ sugaru kornyezetén kiviil

maximum 7, db tagja lehet a sorozatnak.

Hamis, mert van olyan konvergens sorozat, amelyik nem monoton.

Pl a =(-1)" L.
n
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b) Hamis, ugyanis van ellenpélda:
1

1 1 b+
lim(1+—j=1 és lim—=0, de lim 1” =lim(n+1)=o0
n n

n
(A tétel csak akkor igaz, ha kikétjiik, hogy a nevezd nem nulldhoz tart.
Lasd: 3.7. tétel.)

¢) Hamis, mert pl. lim-- = 0, limn® =00 és lim(l - nZ] =limn = .
n n

(Lasd: 3.6. tétel.)
d) Igaz, mert az Euler-féle szam (e) irracionalis szam.
2n, ha n paratlan
e) Hamis, mertpl. a, =1 5
—, ha n paros
2
lima, =, de (a,) nem monoton ndvekedd.
f) Hamis. Ha ugyanis a monoton sorozat korlatos is, akkor konvergens.
g) Hamis. Ellenpélda: a 84/b feladatban szerepld (a,) sorozat két plusz

végtelenbe tartd sorozat kiilonbsége és lima, = %(7& 0!).

h) Igaz, mert a mértani sorok csak | q | <1 esetén konvergensek.

1) Hamis. Ellenpélda: a Zl harmonikus sor divergens (TK. 3.17.
n=1

példa). (Az allitas forditva igaz. Lasd a TK. 3.13. tételét.)

3. Az A valasz a helyes, ugyanis
4 _2-4n 6-4n _ —-16
T on43 2n+l 2n+3)(2n-1)

= (a,) szigortan monoton csokkend.

<0 minden neN" esetén

a

4. A B valasz a helyes, mert
— | szigortan monoton csokkend = (a,) szigoruan monoton ndvekedd

n

= infanzalz% és supa, =lima, =8.

5. A C valasz a helyes, ugyanis
lim (1+1) =e# lim (1—1] =e.
n paros n n paratlan n
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3. Szamsorozatok és sorok

A B valasz a helyes, mert

D" _ 1 - 1
n+l| n+l 10000
ahonnan n>9999 adddik.

2+ﬂ—2
n+l

Az A viélasz a helyes, mert
0 3—!1 1

o0 o0 1 n
2" _Z 3" 0" _Z[Ej

n=l1

n=l1

. . 1
végtelen mértani sor, ahol ¢ = e

1
Mivel |q| <1 = asor konvergens és 0sszege: 6 __
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.1 Figgvények hatarértéke véges helyen; folytonossag

86. a)

M 30. abra
1i(1)n f(x)= 1i$n g(x)= li(r)n h(x)=0, de 1i$n k(x) nem létezik, ugyanis
. 1: 2 _ . _1i 2 _
1013)1 k(x)= 1013)1(x +2)=2+ 1012)1 k(x) 101ng 0.
-1, ha O<xx<l
b) f:xt>sgnlnx=4 0, ha x=1
1, ha x>1

lim f(x)=1#lim f(x)=~1 = lim/(x) nem létezik.

.
E—

M31. abra
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4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

87.

88.

89.

90.

c¢) Lasd. TK. 2.13 abra!
loinol f(x)=0= loir{)l fx)=-1= lign f(x) nem létezik.

d) Lasd. TK. 4.12 ébra!
121r{)1 f(x)=0= 121%1 fx)=1 = lign f(x) nem létezik;

lim 7 (x) = 1(0,5) =0.5.
a) c¢) ¢és d) igaz; b) és e) hamis.
Csak az f fiiggvény folytonos.

Csak az x, =1 helyen folytonos.

a) y

M 32. ébra
. BT VT BT 2 , . Y s
1211101 f(x)= 1211101 2x=4= 1211101 f(x)= 1211101()6 4)” = l1étezik hatarérték az
X, =2 helyen: lign f(x)=4 és mivel lign f(x)=f(2), ezért [

folytonos az x, =2 pontban.
b) y

M 33. abra
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91. a)

d)

56

, (1Y : . o
101}101 f(x)= 101%1(5) =1 lolgl fx)= lggllx =0 = nem létezik

hatarérték az x, =0 helyen, ezért itt nem folytonos a fliggvény.

hlné f(x)= hln(l) In(1+ x)=—00 = nem létezik hatarértéke a
~1+ —1+

fiiggvénynek az x, =—1 helyen, s ezért itt nem is folytonos.

li5n(7x8 +2x° =3)= f(0)=-3; lim f(x) = /(1) =6

_25-x7 . (5-x( :
lim="* — 7(5)=0; lim GO 510
5 x+5 =5 x+5 -5

2 —
lim> =324 gL, i GEDOED Xl
0 x? —7x+12 3 $(x=3)(x-4) 4 x-3
limx+1=i:—oo;tlimx+1=i=oo = Tagabb értelemben
30 x—3 =0 0 x -3 40
vett hatarértéke sincs a fiiggvénynek az x, =3 helyen.

x-3(x+4) x—l 3 x—l

3 . 3) 13 . 3x-1 1
m =lim =—; lim——=—;
4 x(x-4)(x+4) -4 x-4 8 0 x—-4 4
im>X Lo im0 Tigabb értelemben
-0 x-4 -0 40 x -4  +0
vett hatarértéke sincs a fliggvénynek az x, =4 helyen.

- (=Dt et rxrl
lim ™ == £(0)=1; i AC Rt St St )
0 x" -1 ! (x=-D(x" +x " +x+1) 4

1 1 X

(1 1 3 1 _
11?1[);_1_)(2_1}/[(3)_5’ T N B Ry



4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

llil’gl f(x)=1lim ol too = Tagabb értelemben vett
+

=0 (x—1)(x+1)

hatéarértéke sincs a fliggvénynek az x, =1 helyen.

2 lim\/1+x—\/1+x2 . 1-x 1
0 X

im =—
O +x+41+x> 2

A konjugalttal bovitettiik, majd x-szel egyszerisitettiik a tortet.
h*)Legyen u’ =x+1. Ha x>0 = u—1.

1—%/u—3 . I-u . -1 1

lim 3 =lim 5 =lim 5 -
A | UV (u-Dw +u+l) ' u”+u+l 3
2
92. a) lign% =4+ f(0)=8 = f az x, =0 helyen nem folytonos.
x —
. H(x-2) ..
lim G2 X485 v0) = Az x,=2 helyen
2 2(x—2) 22
folytonos a fliggvény.
-7 7 —
b) imC = DOFD X7 5 #(7) = Az x,=-7 helyen
7 x(x+7) -7 X
folytonos a fliggvény.
lim=—-=Fc = Nincs hatarérték, tehat nem folytonos az x, =0
00  x
helyen a fiiggvény.
93. a) lima. . G=DC=T) X7 5
20 (x=2)(x—-6) 20 x—-6 4
im Xx—2) = lim al =£ iAzz = A=ﬁ esetén,
240 (x=2)(x+1) 200 x+1 3 4 3 15
ha f(2)= %, akkor folytonos az x, =2 helyen a fliggvény.
b) lim(4x’ +3x* —1)=—1 limIn x = —o0
0-0 0+0
Nem létezik a lign f(x) = nincsolyan A4 érték, amely folytonossa
tenné a fliggvényt.
94, a) lim—X> 1 im— 0 & Nem létezik

———=_-=4 lm——
5 (x-10)" 25 10£0 (x —10)
olyan B érték, amely a x, =10 helyen folytonossa tenné a fliggvényt.
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ANALIZIS PELDATAR

2x(x—6)(x+5) —1im2x(x+5) —@—B

b) lim
6 (x—6)(x+38) 6  x+38 7
. 2x(x+5) . .
l}gn%—g =10 = Nem létezik olyan A4 értek, amely az
850 x4+

x, =—8 helyen folytonossa tenné a fliggvényt.

x-2
95. a) lign ¢ 5 =1 (Lasd TK. 4. fejezet 5. példa!)
x J—
b) limL_l):lim(ex £ _IJ:eO 1=1
0 X 0 X

301 _ ,x3 x=3 _
c) limwzlim et L ! =’ 1=¢’
3 3—x 3 x=3

4.2 Figgvények hatarértéke a végtelenben

96. a) lim{x6(—6+g+%ﬂ:oo-(—6)=—oo
X

+oo X
. 2 1
b) ligl{x3(—3+;+x—2”:ioo-(—3)=¢oo
4 1
7
2x" —4x° +x g (z_szrxf’j
c) lim =lim =
o 3y 4 2xt —3x—2 i 5( 2 3 2)
X X X
2—i2+L )
=1 X X —0-= =
I N ©3T®
LT s
X X
1 2
I-=-=
d) lim —x - —* % =70
+oo 1 3
I+ —+—
X x
3 3
o (x=3) g X + 0

o (x—1)* = x4
C(3+2x7 4+2x7) . 2xP—x+1
lim| - =lim =
x+2 x+3

2

o x2 45546

too
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4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

S + L 2
VX X!
97. a) lim————=-2
) 1+ N + N
x* Xt
b) A konjugalttal val6 bévités utan:
. -X . -1 1
lim =lim =——

+o0 2 +o0
Va4x© —x +2x /4_1_'_2
X
) 1 5 )
c) hm{\/;( 24— — 1+—J]:oo, mivel
® X X

lim( 2+l—,/1+§J:ﬁ—1>0
®© X X

d) lim[ X }%) =0, mertaz x> {x } tortrész-fiiggvény
xT+x +1

+oo

korlatos és lim; =0.

o xt 4 x’ +1

Nl 1Y ]
6x| 143 143
X X

2
) im ———| —lim| 2" |~ oo

0 1 © 1 X
31+ 1+ 3
X x

4.3* Trigonometrikus figgvények hatarértéke és folytonossaga

98.

a) li(l)n tg3x =tg0 =0, ugyanisaz f(x)=tgx és g(x)=3x fiiggvények

folytonossagabol kovetkezik, hogy az f o g fliggvény is folytonos a
0 helyen (TK. 4.6. tétel).

b)
. sin2x( 0”7, . 2sinxcosx . . .
lim — tipust |=lim——————=1lim(2sinx) =2sin—=2
2 cosx \» z COSX z 2
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ANALIZIS PELDATAR

c*)Legyen u=ctgr. Hoa x>0+0 = u— oo

0+0 u

lim(1 + tgx) " = lim(l + lj =e

99. a)
y

~

M 35. abra

lim f(x) = 1irncos(x —%J = cos(Z —%) =cos0=1

—+0 —+0 4
4 4

limf(x):lim\/%—x: Z_Z_9

z 9 LA 4 4

4 4

Mivel a jobb és bal oldali hatarérték nem egyezik meg, ezért nem
létezik hatarértéke a fiiggvénynek az x, =% helyen, ¢és igy nem is

folytonos ebben a pontban.
b)

2m X

ey

M 36. abra

101r51 f(x)= 101%1 e’ =1= lolrl(;l f(x)= loirgl(l +sinx) = létezik hatarérték
az x, =0 helyen: lign f(x)=1 ésmivel lign f(x)=f(0), ezérta

fiiggvény folytonos az x, =0 pontban.
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4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

100. @) lim{ S07X. 7. 2% ) T, 7
0 7x 2 sin2x 2

) 2 . 2 . 2
b) lim sin 2x_z‘g jx lim l[smx) _(sm3x} 3. 12 :_§
0 3x 3x 03\ x 3x cos” 3x 3

cosSx—cosx —1-(-1)

¢) lim 0
) ™ 4x* 4z
Az x, =0 helyen vett hatarérték megallapitasdhoz folhasznaljuk a

-p . a+pf

. " .
cosa —cos ff=-2sin 5 sin 5 Osszefiiggést:

i = 2-sin2x -sin3x _ li(I)n[ sin2x sin3x 3j _ 3

0 452 2x 3x
sinx . 1 1—-cosx
—sinx -1
d) limESE = |im £B5L— — [jm 8% =
0 sin” x 0 sin”x 0 1—cos” x
1 1
= |im = —
0 (cosx)(l+cosx) 2
. sinlnx . sinlnx sinl .
e) lim =1 lim =——=sinl
1 Inx e Inx

101. a) lim(sin X- l) =0, mertaz x> sinx fiiggvény korlatos és liml =0.
+oo X too x

4 2
i cos(x” +3x~ +1)

b) li 5 =0, mertaz x> cos(x® +3x* +1) fiiggvény
oo x> +3x
korlatos és lim =0.
o x° +3x
102. a) lim s1n(x—2). 1 1 lim sin(x —2) _ sin(—1) — 4o
2 x=2 x-1 120 (x-2)(x—-1) (-1 (x0)
1
lim| ——-sin(x—2) |=0.
oo [xz —3x+2 ( )}
| S ——
0 korlatos

_ ) . 2
by lim 2”)51“ szlim(smzxj 4=1-4=4.
0 x(x—-m) 0\ 2x
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ANALIZIS PELDATAR

. 1 .,
 sin?2x 112‘(_2 -sin ZxJ =0.
li = 0 S SN
Tox \g korlatos

103. a) lim[i—51n4xj:1im[( .x —S1?4x)cosx}=
0 { tgx tgx 0 [\sinx smx

=limK X _sindx , X jcosx}z(l—4)-l=—3¢f(0)=

0 |\ sinx 4x sin x

=4 = Az x,=0 helyen nem folytonos a fiiggvény.

b) m DG L G-DG D lim(3x* ~1) =2

1-0 x-1 1-0 x—1
lim sin(2x —2) _lim sin(2x —2) 29
140 x—1 1+0 2x-2

lim /(x) =lim /(x) = létezika limf(x)=2, és mivel

lilrn f(x)=f(), ezért a fiiggvény folytonos az x, =1 helyen.

-8 ————-—-cos2x +sin8x
8x sin 2x

. . (i 21
104. tim[ (1 + ctg2x)sin8x] = 113n(sm 8x al J =

=1-8-1%-1+0:4 = f(0)=4=4

1 .
105. lim| e7 +1|=1lim(e” +1)=1 lim{ 4.50%. 1 )_4
0-0 - 0+0 x x+2 2

§=1 = A=2 ¢ B=1

x—3 -3 3
106, lim| L. 2% e L1 e -1 1-e”
0{2 sin2x x-3 2 _3 6
x=3
m e~ _ 3 3 _p
3 sin2x x-3 sin 6 sin 6
x.ex—3 —x . 72_(671'—3 _1)

lim - = =200 Nincs megfeleld C érték.
720 (x —3)sin2x (7 —3)(0)
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4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

4.4 Vegyes feladatok

im(2—x)(2+x)(4+x2) :Hm(2+x)(4+x2) _

107. a) 1 -32
2 (x-D(x-2) 2 —(x-1
2 _ 4
lim GF0@+x) 15 TN e A
10 1-x 70 0 x —3x+2
by lim 2x-3)(x-2) ~lim 2x-3 :l
2 (x=2)(x+2)(x—-1) 2 (x+2)(x-1) 4
T e el A
240 (x+2)(x—=1) £0-(=3)
, 2x-3 -1 _ 2% —T7x+6
lim = =JFoo hm32—:0
150 (x+2)(x-1) £0-3 to x7 —x" —4x+4
1 1 n
108. a) lime * =0, lime * =0, tehat lime * nem létezik.
0+0 0-0 0
1
lime * =1
P
b) limisz (Lasd TK. 4.7. fejezet végén: limﬁzO, a>1)
© e 0 a
X _
lim— =1lim(x-e™) = (—o0)o0 = —0
-0 e —o0
: 2) . 2
¢) limln|l1+—| =limlne” =2
0 x o0
100, fim— GFDOED x4 2,
2 (x*=-Dx-D)(x+2) 2 (x-D"(x+1]) 9
lim— Y im— 7Y
120 (x —1)"(x+1) 50 (x —1)"(x+1)

Nincs megfeleld B és C érték.

10, f(x) Inx , ha x>0
. X) =
In(—x), ha x<0
1013]1 f(x)= 1015)1 Inx=-00= 1013]1 f(x)= 1015101 In(—x)

Nincs hatarérték = nem megsziintethetd szakadési hely az x, =0 pont.
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ANALIZIS PELDATAR

1
111. a) 1()1}101f(x):1013)1[e' —IJ:O—lz—l

. |
lim f(x) = lim——=-1

Tehat lign f(x)=-1, s mivel lién f(x)=f(0), ezért f folytonosa 0
pontban. Igy f a teljes értelmezési tartomanyon (D + =R) folytonos.
b*) Belathato, hogy f csak az x, =0 helyen folytonos, ugyanis ha egy
(x,) sorozat tart x,-hoz, akkor a racionalis tagok részsorozata X,-hoz,
az irraciondlis tagok részsorozat —Xx,-hoz tart. E két hatarérték csak

X, = 0 esetén lehet egyenld, és ekkor a hatarérték megegyezik a
helyettesitési értékkel.

x*, ha x>0

y
112. a) f(x)=4 0 , ha x=0
—x*, ha x<0
f mindeniitt (x € R) folytonos.
1Ak
% X
M 37. abra
—(x*+1), ha x<0 y
b) f(x)= 0 , ha x=0
x*+1, ha x>0
faz x=0 hely kivételéevel 1
mindeniitt folytonos. 1
1 X
2
= +1)=1
9 J@)=sgntx+ M 38. dbra
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4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

y
f mindeniitt (x € R) folytonos. 1
X
M 39. abra
y
-1, ha x<3 vagy x>5
d) f(x)=< 0, ha x=3 vagy x=5 11 —
1,ha 3<x<5
3 5 x
f az x=3 és x =35 helyeken kiviil . .
mindeniitt folytonos.
M 40. ébra

4.5 Ellenorzé kérdések és feladatok

Nem helyes. A hatarérték 1étezéséhez ugyanis azt kell belatni, hogy bdarmely
I-hez tart6 (x,) sorozat (x, €D, ¢és x,#1) eseténa megfeleld

fiiggvényértékek f(x,) sorozata mindig konvergens.
(Lasd a definiciot a TK. 83. oldalan.)

a) Hamis. A folytonossaghoz nemcsak a hatarértéknek, hanem a

helyettesitési értéknek is 1éteznie kell az adott pontban és e két értéknek

egyenlonek is kell lennie. (Lasd a definiciot a TK. 87. oldalan.)

b) Igaz.

¢) Hamis; ugyanis lehet, hogy a jobb ¢és bal oldali hatarértékek nem
egyenldk, vagyis még hatarértéke sincs a fliggvénynek az x, pontban.

d) Hamis; ugyanis az x, =—1 helynek nincs olyan kdrnyezete, amelynek

minden pontjaban (kivéve —1-et) folytonos lenne a fiiggvény.
(Lasd a definiciot a TK. 90. oldalan.)

e) Igaz.
3
—, ha xeR-{0

a) f(x)=1<x2 0 xo=0
1, ha x=0
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3
Mivel lign f(x)= lignx—2 = lignx =0, ezért,haaz x, =0 pontbana
X

fiiggvényértéket 0-ra valtoztatjuk, akkor a fliggvény az x, =0

helyen folytonos lesz.
3

b) f(x)=jz—2, ha xeR-{0} x,=0

3
Mivel lign f(x)= lignx—2 = lignx =0, ezért, ha kiterjesztjiik a fliggvény
X

értelmezését az x, =0 helyre ugy, hogy f(0)=0 legyen, akkor a
fiiggvény az x, =0 pontban folytonos lesz.

1
c X)= X, =2, mert lim =00
) f() (x_2)2 0 ) (x_2)2
O f)=- x =0, mert lims=—w é lims=o
) x—x3 xy=0, me 01{101x3_ €s 011101)63— .
A C valasz a helyes, ugyanis
1
29 4 _8 -
4P 33xes( 07, ) @ )(x 4) _4x-1 31
lim—————| — tipust |=lim =lim =—
8 x"—8x » 8 x(x-8) 8 X 8
3 31

1
?—f(g) = a—g.

A B valasz a helyes.
. 1 2 _ _T 1=
1}3}1 f(x)= 1}3}1 sgn(x” —3x+2) ljgll I=f4)

1
1 = 1 ()C—4)2 = =
IHI(;lf(x) lgg{a+e J a+0=a
Tehat a =1 esetén folytonos a fliggvény az x, =4 helyen.

A C valasz a helyes, mert
4 ’ 2 2
tim L[ 9 tipusa | = lim @D AD
-1 (.x + 1) » 0 -1 (.x + 1)
2 2
_ 1im(x—l)(erl)gx +1) :hm(x—l)(x z-l—l) _ 4
-1 (x+1D -1 (x+1) +0




4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

7. Az A valasz a helyes, mert
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5. Egyvaltozés valés figgvények differencialszamitasa

5.1 A differencialhdnyados fogalma; a derivaltfiggvény

13, o [OSB _132-71_

5-4 1
b f(401) - f(4) _ 71,481201-71 _ 481201
401-4 0,01
9 f(4,00) - f(4) _71,048012-71 _ 48012
0,001 0,001
vy =lim DS o DT 64
4 x—4 4 x—4 ¢ ox-4
2
=lim(x 4)(x~ +4x+16) =1irn(x2 +4x+16) =48
4 x—4 4

114, o [W=/O _13-6_, fGD=fG)_661-6_

b) ,
4-3 1 3,1-3 0,1

o JGOD-fG)_60601-6_
3,01-3 0,01

Az érint iranytangense:

X — X — X —

115. a) d(x):f(x)_of(o)=(3_2x)_3=—2, xeR-{0}
o

X
11 2-x
x—2 x—2 x—2 16x
16, a) imE )"0 T =4 i) =4 )
) 2 x—2 2 x-=-2 2

(5x% —4x)—57 S(X_sj(x+3)
b) lim — lim -

-3 x+3 -3 x+3
= li13n(5x -19)=-34=f"(-3)
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5. Egyvaltozos valos fiiggvények differencialszamitasa

117. a)

b)

118. a)

b)

4_
lilmx 11 = lim(x’ +x7 +x+1) =4 = /(1)

x_

1_3 1-3x
x v o (1-3x 3 ) . (3) (1
hlmx_l‘h?“sx—l‘hl[ el I W It
3 3 3 3 3 3

3 1 1 3—x-2
m2 x+2 2 20642 L0 l-x
1 x—1 o ox-=1 1 (x=1)2(x+2)

1 1

_1 — =——= ,1

1{ 2(x+2)} A

Yx -2 Yx -2 1 1
lim———— =lim =lim =—=1'(8)
§ x—8 s @) -20 8 @x)?+2dx 22 12

2 L 2 _
f’(3):1im(2x +4x-1) 29:1im2x +4x-30 _
3 x—=3 3 x—-3

Cim 25O o5y =16

3 X — 3

pn (P +10)-10 .,
f(O)—hgn—x_O —hgnx =0
A fiiggvény folytonos.

by e (X=3)=0
f+(3)_131901—x_3 —I;Pgl—l

vy e 30
]”_(3)—1313)1—_3 —1311101( H=-1

fl(3)#= f/(3) = A fiiggvény nem differencialhaté az x =3 pontban.

y

N

|
|
|
|
|
|
|
|
|
Y
3 X

M 41. dbra

Mivel a fliggvény nincs értelmezve az x =0 helyen, ezért nem
differencialhat6 ebben a pontban.
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lim>Y—= " —lim =00
© 2 x—2 2 3’(x—2)2

Tehat nincs hatarértéke a kiilonbségihanyados-fiiggvénynek az x =2
helyen, vagyis a fliggvény nem differencialhato itt.

y

S

M 42. abra

d) Mivel D, =[-3 ; o[, ezértaz x=-3 helyen csak a jobb oldali
differencialhatosagot vizsgalhatjuk.

lim X £3-0 = lim ! =o = A fiiggvény nem differencialhatd
-3+0 x+3 340 /x + 3

(jobbrol) az x=-3 helyen.

_3 ‘ X
M 43. abra

e) A fiiggvény folytonos.

1_1 I-x

' _1: X _1; X _1 _l —
f+(1)_lllglx—1 _lllfglx—l_lllgl( X =-1
(—x+2)-1

/() =lim = lim(-1) =1

flD)=f"(1) = A fuggvény differencialhato az x=1 helyen.
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5. Egyvaltozos valos fiiggvények differencialszamitasa

M 44. dbra

2x, ha —2<x<2
f) f(X)={ s

x°, ha x<-2vx2>2

M 45. abra

x = —2-nél nem folytonos a fiiggvény, ugyanis a jobb és bal oldali

hatarérték nem egyezik meg: lim 2x=—4 # lim x* =4, ezért nem is
~2+0 ~2-0

derivalhato az x=-2 pontban.

2
_ x’—4
x =2-nél folytonosés f/(2)= lzm([)l al
+0 x —

= 1213)1(x +2)=4

Vs s 2x—4
1=l

fl(2)# f'(2) = f nem differencialhato az x=2 helyen.

=lim2=2
20

119. Legyen x, tetszleges eleme D ,-nek.

Gx+2)-Gxo+2) . 3=X) 14
X=X, X T X "

a) f'(x,)=lim

f'(x)=3, xeR.
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) f'(x)=lim

d f'(x,)=lim

(6-2x")-(6-2x") _,. _
X=X, X X=X,
=lim[-2(x +x))]=—4x,  f'(x)=-4x, xeR.

3

3x® = 3x, 2

3 —x03) : 2 2
= lim =1lim3(x" + xyx+x,") =9x,
Xo X =Xy Xo X=X Xo

f'(x)=9x7, xeR.

(1+3)—(1+3J Yo7t | |
al Yo im0 lim[——j -
Xy X,

2

X—XO Xo x—xo Ox xo
1
f'(x)z_x—z, xeR—{O}_
44
5 5 5 5 5 5
4x,” -4 —4.(x° =
&) f'(x)=lim* T i o B, —H %)
Xy X=X, X, x5,x0 (x_xo) Xo xS‘xO ‘(x_xo)
_1 —4(Jc4+x3x0+xzx02 +xx03 +x04) =—4.5xo4 z_ﬂ
X 5.5 10 3
0 XX X, X,
, 20
f(X):_x_ﬁ’ xeR-{0}.
f)
, N2 T Y s SN iy SN Ay
J(xg) = lim =lim =lim . - =
% X=X, Yo X=X, % (Jx) _(\/Z)

=lim ! ,ha x,>0. f’(x)zL xeR".
2

1
Xo \/;-{—\/g_z Xo \/;a

D, = [0 ; 00 [, dea 0 helyen jobbrol nem differencialhato a fiiggvény,
A++/x)-1 1
x=0

=lim

0+0ﬁ:

ugyanis:  f/(0)= lolrgl o,

120. a) Az f fiiggvény igy is megadhato:

72

x2—6x+5, ha x<I1
f(x)=4-x> +6x—5, ha l<x<5 M. 46. abra

x> —6x+5, ha x>5



5. Egyvaltozos valos fiiggvények differencialszamitasa

b)

t Y
ﬁ 3 x

M46. abra

El6szor belatjuk, hogy a fiiggvény differencialhat6 az [1 ; 3]
intervallum egy tetszdleges belsé x, pontjaban.
2 2 2 2
im( X" +6x—-5)—(—x,” +6x, 5):1imx0 X" +6x 6x0:
X X=X, Xo X=Xy

—(x=x)(x+x5)+6(x—x,)

1

=1lim
Xo X—X,

= lim[~ (x + x,) + 6] = —2x, + 6

Az intervallum végpontjaiban csak egyoldali differencialhanyados

crcr

Mivel x+>—x? +6x—5 differencialhaté 1-ben és 3 -ban, ezért
fi@) és f'(3) létezik.
Tehat az f fiiggvény differencialhat6 az [1 ; 3] intervallumon.

by e O6-X)=2 . 4-x

fi(4)=lim — —gfgx_4—1

fj(4)=1im*/;_2=1im o2 1
a4 (- 4

fl(4)# f'(4) = Nemderivalhato az f fiiggvény az x =4
pontban €s igy az [1 ; 5] intervallumon sem.

y
g /\
1<k L N
// \\\
1 4 5 AN
M 47. abra
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c) loi%l e =1# 1Oin01 Inl+x)=0 = f nem folytonos = nem dif-

ferencialhat6 az x =0 helyen, igy a [—1 ; 1] intervallumon sem.

y
\
\
\
\
\
\
1 -7
% - %
-1, 1 x
/
/
/
1
I
i
M 48. abra

d) f nem differencialhato a [~1; 2] intervallumon, mert az x=0
helyen nincs értelmezve.

M 49. dbra

5.2 Differencialasi szabalyok

A kovetkez6 feladatokndl ahol nem emlitjiik meg az értelmezési tartomanyt, ott a
derivalt-fiiggvény értelmezési tartomanya megegyezik az eredeti fliggvény
értelmezési tartomanyaval.
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121. a)

b)

c)

d)

122. a)

f(x)=2+6x—12x>
3

f(x)= l(9x7 —3xM)+4x - 3x 4
2

7

£(x) :%(63x6 —12x%)=20x"° + %w

4 1 2

S —x?.xt+x x3—-x+x

1 5
S ext =2

| W

==

1
x2 X
4

f'(x)=—%x_5 (¢ 20 +([8-3-3x)-(6x° +2), xeR-{0)
3x° +5x 7 +e?

SO =

100+ x3 + x4

5 1
(15x* —20x_5)-[100+x3 +x4J

i) = 0
{100+x3+x4}
5201 4
Gx*+5x +e’) | Zx3 +-x 4
3 4
512
(100+x3+x4J
4 1 - 10 5 1 9 2
15x —gx 3 (x +2)+|3x7 —x3 |10x7 |- (4x” +3)
/x — _
S (4x* +3)?
(x5 - 33 )(x" +2)8x
_ (4x2+3)2 , xeR—{O}
f(x)—l-6x—l-x6 f'(x)—16X-1n6—2x5
5 3 5

12 7

£i(x)= —%x_S (4% +1gx)+3x 3 -(4x ‘Ind+

xlnle

S'(x)= 1 (5¢* —Inx) + (log,, x+\/§)-[5e" _lj

x-1n0,1 X
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1 1 _Z X 7
——x 3 (27" +5-x")
xIn3 4

(2-7+5-x7)?
log, x=2-¥/x)2- 7" -In7+35x)
(2-7"+5-x7)?

d fx)=

1

10 2.5 (4-1gx+3-10" —¢)
A P
e = -
(4-1gx+3-10" —e)’

(10.1nx—%/x_2)(xln

(4-1gx+3-10" —e)’

+3-10x~ln10)

(=7

L
{xz [x 2 —lnxj+4-log2 x}-?a" -In3

(3'-7)y

123. a) f'(x)=103x"* —=2x)° -(12x" - 2)

5

2
b fW=2¥-9)+4 SW=20x-9 72, xeR_{%}

¢) f(x)=3""-(In3)(-1)+3(1-x)*-(-1)==3"" - (In3) - 3(1 - x)°

1
1 1 - 1
d) f'(x)=———|1+=(x*+1) 2 -2x|=
x+x? +1 2 x?+1
, 1 2x+3 1 5(2x+3)-10x 3
2  5x InlO 2x+3) 2x(2x+3)-1n10

, _5 11 11
x)=—x"-Inlnlnx + . -—
H S 4x* Inlnx Inx x

52-x7) - (2x)-e " —(2-x") e - (=)
(e—X)Z

g f)=
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124.

125.

126.

2x-1 ,ﬂ
PP ey 1 2x-1 5.2(x2+2)—(2x—1)2x
b f(x)=3""2 . (In3) 5(x2+2j T
xeR—{l—}
2

I:e’C3 (=3x7)+ Y3t V3- (7x + 4)3]

1
) 3|

) ()= ; -
[V3-(7x+4)’]
2 (23) (Tx +4)7 T
_(e + )( )(xj ) , -l<x¢l{6J§—4)
R GEN 3 7
1 1 —
. _4x'59_x2
i) f,(x):(log3x)ln10 xIn3 3

o)
(Iglog, x)- [4)‘ (nd)-J9—x* +4° %(9 - xz)’% -(—2x)}
(4* o )2

a) f(x):elnx* :ex~lnx f!(x):exlnx '(IHX+1)=xx(lnx+1)
b) (lgx)lnx _ (eln(lgx))lnx — o(Inx)in(igx)

fr(x) — e(lnx)»ln(lgx) . l ll'l(lgx) + (h’lx) L 1 _
X lgx x-Inl0

=(Igx)™ {l In(lgx) + l}
X X

5 1 3
a ==x c =——x+=+1In2
) ¥ 2 ) ¥ R

b) y=-240x+32 d) y=-3ex+4e

a) y=24x+31 és y=24x-33
b) fl(x)=6x>  f'(-2)=24 By =(-2 ; 24)
f'"x)=12x  f"(-2)=-24=m
Az érinté egyenlete: y—24=-24(x+2), azaz y=-24x-24.
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127. y=-3x-8 és y=-3x+38

5.3 Magasabb rendi derivaltak

Ahol nem irjuk ki az értelmezési tartomanyt, ott a magasabb rendii derivalt
értelmezési tartomanya megegyezik az eredeti f fliggvény értelmezési
tartomanyaval.

129. a) f"(x)=840x" +180x* [ V(x)=4-7! f®x)=0
b) fP(x)=-2-10-11-12x""
¢ f"(x)=4!5x+17)-5
d) f(sss)(x):ex
o) f"(x)=6-5>-(In5)" - 2"
D SU@=ED" - 1
g) [f"(x)=e" (x> +6x+6)

In x
h) S0 =~
e

1) f”(x)=xl3(2lnx—3) f"’(x)zx%(ll—G-lnx)

5.4* Trigonometrikus figgvények derivalasa

130. a) f(x) =%(sinx—cosx) +7-tgx

2

f'(x) =g(cosx+sinx)+ 7-
3 cos” x

5 - =1 2
b) f'(x)=—=-x 3(tgx+2ctgx) + x 3( — j
3 cos“x sin”x

oS x — sin x) (sin x) cos x — (sin x + cos x) (cos’ x —sin? x
( ) (sin x) ( ) (

o f'x)=

sin® x-cos? x
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131.

132.

133.

134.

135.

5 —5j(ﬂ+3sinx)—(e"-tgx—Slnx)Scosx
cos” x X

(ex -tgx +
d) fi(x)=

(7 + 3sinx)?

2) f'(x)=feos(7x? —2x%) | - 21x? - 4x)

b)  f'(x)=7(tg’x) - (1+tg’x) —(1 +ctg’ %) (—14x7%)
X

3 (—sin3x)-3(37* +sincos x”)
o) £(x) = Cos3x _
) S (37 +sincos x”)
(4-Incos3x)- [—3”‘ -In3+ (coscos x*)(—sin x2)2x]

(37" +sincosx’)?

d) f'(x)=(sinx)*"- [(— sinx)-Insin x + (ctg x) - cos x] +

sinx

+(cos x)™" [ (cosx)-Incosx — (tgx)sin x]

f'(x)=2cos x —4(cos x) sin x = 2(cos x) (1 — 2 sin x), xe]O ; ﬂ[.

f'(x)=0, ha cosx=0, azaz ha x1:%s vagy

sinx:l, azaz ha xzzz, illetve x3:5—7[.
2 6 6

a) A fliggvény folytonos, de nem differencidlhatéo az x, =0 helyen.

b) A fiiggvényaz x=0 helyen differencidlhaté; az x=-1 helyen
nem folytonos = nem differencialhato.

a) D_/»VZR—{kﬂ' | keZ}

b) f(x)=sinlx|= R T I Y
sin(-x)=—sinx, ha x<0 f
a) 1% (x)=—sinx b) f“2°>(x)=3%cos§
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5.5* Taylor-polinom, Taylor-sor

136. a) Az f figgvény x, =3-hoz tartozé harmadrendii Taylor-polinomjat
kell folirni:
F(x)=152+138(x —3) + 41(x — 3)* + 4(x - 3)°
b) f(x)=-1+3(x+1)=3(x+1)° +2(x+1)*
¢) f(x)=2+19(x-1)+32(x—1)* +30(x —1)* +15(x - 1)* +3(x - 1)°

137. a) 2" =4+

2
4 ln2(x_2)+4 (In2)
1! 2!

L4 (ln'2)

3
(x—2)* +%(x—2)3 _

(x-2)"+.. (xeR)

3 5 7
s 1 T 1 T 1 T
b) cosx=—x——|+—|x——| ——|x——| +—|x——| —..
2 3! 2 5! 2 7! 2

(xeR)
1 2 1 3 n
138. a) 3x=1+Ex+(n3) x2+(n3) x3+...+(lnix"+... (xeR)
2! 3! n!
x4 6 x8
b) 3(e" +e ™ )=6+3x +—+ + +.. (xeR).
4 456 45678
In(1 In[1 ] x _x _x 1 1
C n(l-x)=l+(-x) |=—x-——"-—"7- -I<x<
) In(l-x) (=x) |=—x R (-1<x<1)
3 5 7
&) i e —n-x)=2 x+ X s | (Clex<l)
1- 3 5 7
253 255 2N\7 6 10 14
o sing=p? oG OGN O) X x X,
3! 5! 7! 35! 7!

(xeR)

139. a) Az x> In(l+x) fliggvény MacLaurin-sorat alkalmazva:
02° 02° 02 02° 02°
+ - + -

2 3 4 5
Hasznalhatjuk a gyorsabban konvergalo

In(1+0,2) ~0,2 —

=0,18232

3 5 7
2 x+x—+—+x—+... =ln1+x MacLaurin-sort is, ha xzi.
3 5 7 1-x 11
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Ekkor a fenti pontossag eléréséhez elegendd csupan a sor elsé két
tagjanak a kiszamitasa:

|
1+i ) 2. —
ln1,2=1n—111zﬁ+%z0,18232
T
et G GG
t 1 1 1
b) m3=ln—2~2.| 132 (A2 A2) 1008
L 3 5 7
2

¢) In9=In3*=2In3~2,196

140. Az x> e* fuggvény MacLaurin-sorat alkalmazva:
a) 5 tag figyelembevételével: 1,221403
b) 7 tag figyelembevételével: 0,7408181
c) 15 tag figyelembevételével: 7,389057

3 5
141. a) sin0,4=0,4 - (0’% + (0’% =0,38942

0,01 N 0,0001  0,000001

b) cos0,lx1-— =0,99500
2 24

5.6 Vegyes feladatok

. a1
3+\/;‘(2 In2-2x)(3+~/x)— (2" —x )-m
2 _ 2 <3+\/;)2

f’(1)=2-ln2—2—%

142. f'(x)=

143. A differencidlhatosag sziikséges feltétele a folytonossag, azaz teljesiilnie kell,

hogy
limf(x)=1 & limf(x)=f)=a+b = a+b=1. (1)

Masrészt a jobb és bal oldali derivaltnak is egyenlonek kell lennie:

()= iy 3
Si(x)= Gr_1) x=D) = 11 .
fi(x)=a x<) = f'H=a
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Innen a = —i adodik.

Az a= —% értéket (1) -be helyettesitve kapjuk: b= %

144. Az a) fiiggvény folytonos, de nem differencialhato a vizsgalt helyen.
A b) fiiggvény differencialhatdé és f'(5)=1.

145. a) f nem folytonos fliggvény, mert az x =1 helyen nincs hatarértéke.
b) f nem differencialhat6 fiiggvény, mert az x =1 helyen nem
differencialhato.

2
0 f(W={ (+x?>
2(x—1), ha x>1

ha -1#x<«l

-x> -1, ha x<-1
146. a) f'(x)={ x> +1, ha -1<x<0
x>+1, ha x>0

Az x=-1 helyen nem differencialhatd; az x=0 helyen
differencialhato a fliggvény.
b) Az érintd egyenlete: y=-80x—129.

3

147. a) Tengelypontok: (6 ; 0) és (0 ; 2). f’(x)z( 3
x—

f«®=f%m=§.

b) f"(x)=—(x _63)3 f'(4)=-6 Fy=(4; -0)
f(3)(x)=(x183)4 fOA)=18=m

Az érint0 egyenlete: y+6=18(x—4), azaz y=18x-78.
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&

a)
b)
c)
d)
e)

f)

PL

5.7 Ellenorzo kérdések és feladatok

Nincs ilyen fiiggvény, mert a differencialhatdosagnak sziikséges feltétele
a folytonossag. (Lasd TK. 5.2. tétel.)

PL f(x)=|x—2
Pl f(x)=3x, x,=0.

A fliggvény grafikonjanak érintéje az x, =0 pontban az y tengely, a

, Xo=2.

fliggvény azonban nem derivalhatéd ebben a pontban.

Hamis, mert hézagpontban nincs értelmezve a fliggvény.

Igaz, hiszen poluspontban nincs is értelmezve a fiiggvény.

Hamis. Forditva igaz: minden differencialhato fiiggvény folytonos.
(Lasd TK. 5.2. tétel.)

Igaz, mert a derivalt az adott pontban az érint6 iranytangensével
egyenlo.

Hamis, a derivalhat6saghoz ugyanis nem elég 1éteznie a jobb ¢€s bal
oldali derivaltaknak, hanem egyenldnek is kell lenniiik.

Igaz.

f(x)=x", ha x<0, ahol neN"—{1}.

A szorzat derivalasi szabalya szerint jarunk el, az egyes tényezdket pedig a
lanc-szabaly alapjan derivaljuk:

! 2 5 - 4 2 5 2 2x
f(x)=—7(4—x ) 7 (-5x)In(x"+3)+(4-x") 7 —
x°+3

Tehata B valasz a helyes.

S =

—4x—12 b\ 8x+48
o Ty

f'(2)=20, igy az érintési pont: P, (2 ; 20).
Az érintd meredeksége: f"(2)=64=m,
igy az érint6 egyenlete: y =64x—108.

Tehat az A valasz a helyes.

frjuk fel a fiiggvényt a kovetkezd alakban:

(%) ,ha x<0
=1

(Lj, ha x>0

10
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84

Nyilvanvalo, hogy x <0, illetve x>0 esetén differencialhato a

fiiggvény. Az x=0 helyen folytonos ugyan:

(1Y (1Y
I&I?(ﬁj —1—1(}15‘(5] =70,
de a jobb és bal oldali derivaltak nem egyenldk:

e ()L A
[ ()= (IOJ o S O)= I

1Yy 1 1
Tx)=|—]| ‘In—, 1(0)=In—.
S+ () (10] 10 1+ 10
Igy a fiiggvény az x=0 helyen nem derivalhato.
Tehata B valasz a helyes.



6. DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK VIZSGALATA

6.1 Monotonitas, szélséérték

148. a) f'(x)=6-6x*, 6-6x>=0, ha x==I.

x<-1 x=-1 -l<x<l1 x=1 x>1
/- 0 + 0 -
1. min 1. max
£ 7
N -4 =4 [N
M2. tiblazat
b) f'(x)=240x* —60x* = 60x>(4x* -1),  f'(x)=0, ha x =0, x“:i%.
1
X< —— x__l _l<x<0 x=0 [0<x<— le )C>l
2 2 2 2 2
[+ 0 - 0 - 0 +
1. max. 1. min.
a2 N /O=0 N A 7
/ 2) / 2)

M3. tablazat

Vegyiik észre, hogy az x =0 hely nem lokalis széls6értékhely, hiszen f(0)=0,ésa
0-nak van olyan bal oldali kdrnyezete, amelyben f(x)>0, valaminta 0-nak van olyan
jobb oldali kdrnyezete, amelyben f(x)<0.

1053 -117x*
c "(x)=————, '(x)=0, ha x=413.
A EY) 91 27) S'(x) x
x<-3 x=-3 —-3<x<3 x=3 x>3
" - 0 + 0 -
1. min. 1. max.
N\ |3y =a195| 7 | r3)=195 | N\
M4. tablazat
r 9 ’
d flx)=1-—, [f'(x)=0, ha x=43.
X
x<-3 x=-3 |-3<x<0 x=0 0<x<3 x=3 x>3
.f,: + 0 - >< — 0 +
. 1. max. 1. min.
ool 7 iSE N X N\ re)=6 | 7

MS5. tablazat
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) F) = -2, ha x<—4 £ 20
¢ 9= 2, ha x>-4’ *
x<—4 x=—-4 x>—4
Sl - X +
1. min.
sol N - S
foso0| SH=0 10

M6. tablazat

1
f) f’(x)=e7[1+1), £(x)=0, ha x=-1I.
X

x<-1 x=-1 -1<x<0 x=0 x>0

[+ 0 - X +
1. max.

A f(=)=—e \ X 7’

M7. tablazat

2 f’(x)=e*‘[2—%/x7J, 0%xeR, f(x)=0, ha x:%

3R/x
x<0 x=0 O<x<g x:g x>
3 3 3
S, - X + 0 -
1. max.
’ N =0 | | .
7@>0| Lmin | £69>0 f(j: []
3 3e
MS. tablazat
’ x-2 ’
b f)=——. S®=0,ha x=2.
1<x<?2 x=2 x>2
f - 0 +
. 1. min.
£ f(2)=In4 A
MO9. tablazat
i) f/(x)=—i‘§’l‘n*;i, F/(x)=0, ha x=e?.
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6. Differencialhato fiiggvények vizsgalata

O<x<e? x=e el<x<l x=1 x>1

f - 0 + X
1. min.
X

S \ f(e?) :% /

M10. tablazat

i) f(x)=e;lnx f'(x)ze;lnx-x%-(lflnx)
O<x<e x=e x>e
I + 0 _
1. max.
S A LN
fle)=e°

M11. tablazat

1

149. f'(x)=e*(2x—1)

Il
(el

x<0 X
I - X - 0 +
0N | X | ™ f[l) | A

0<x<l xX=— x>l
2

[\S}
N

M12. tablazat
A tablazat alapjan az a) allitas igaz, a b) allitas hamis.
150%.  f'(x)=a-cosx+cos3x
7\ a
1"Zl==-1=0 & a=2.
5)S
f"(x)=-2sinx—3sin3x

f "[Z) =—/3<0 = Afiiggvénynek a=2 esetén lokdlis maximuma van az
z

x=—helyen.
3 y

8x

151. a) f (X) :m
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-1<x<0 x=0 0<x<2
[ - 0 +
. 1. min.
M13. tablazat
Lok. min. hely: x=0; lok. min. érték:  f(0)=1.
Lok. max. helyek: x=—-1 és x=2; lok. max. értékek: f(-1) :g és f(2)= %
Absz. min. hely: x=0; absz. min. érték:  f(0)=1.
Absz. max. hely: x=2; absz. max. érték f(2) = %
-5x-10
b "(x)=——+
A
-5<x<-2 x=-2 -2<x<2 x=2 | 2<x<5
f - 0 + X -
1. min.
VE N\ f:(_z):_% f > \

M14. tablazat

. 5x

im———=o0

240 (_x - 2)

. . o 5, 25
Lok. min. helyek: x=-2 ¢és x=35; lok. min. értékek: f(-2)= 3 és f(5)= 5
- 25

Lok. max. hely: x=-5; lok. max. érték: f(=5)= TR
Absz. min. hely: x=-2; absz. min. értek: f(-2) = —%.

Absz. max. hely: nincs.

o D,=Rj
’ —X 1 +
fw=e [M—J}] D, =R
0<x<l x:l x>l
2 2 2
f + 0 -
/ 1. max. \
[ ljzl
13)- 7

M15. tablazat
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Lok. min. hely: x=0; lok. min. érték: f(0)=0.
1 1 1
Lok. max. hely: x=—; lok. max. érték: —[=—.
Y 2 f(Z) \2e
Absz. min. hely: x=0; absz. min. érték: £(0)=0 (f(x)>0, ha x>0).
1 1 1
Absz. max. hely: x=—; absz. max. érték —|= .
TS ! (2) V2e

152. Jelolje m a fliggvény legkisebb, M pedig a fliggvény legnagyobb értékét.

153.

154.

a) m=f(2)=-48, M= f(3)=63.
b) A) Nincs abszolut szélséérték. B) m=f(4)=0, M=f(0)=32.
¢) Nincs abszlut sz¢élsérték.
1
d =f(0)=0, M=f(-)=fDO=1-—F.
) m=f(0) VAGHENAC 7

e) m=f0)=fH=0, M=f(2)=2.
f*) Nincs absz. minimum; M = f(r)=7—1.
a) R, :]0 > ez]
1 1
b) A) R/. =|:39 5 OO|: B) Rf =|:39 5 l:l

©) A) R,=R-]0;20[ B) R, =R-]-16; 36]

6.2 Konvex és konkav figgvények

a) fl(x)=x"-x* f"(x)=3x*—2x
x<0 x=0 0<x<E x:g x>g
3 3 3
Ak + 0 - 0 +
) infl. N\ infl.
VE \—/ pont. pont. —
M16. tablazat
b) f(x)=3(7 1), f7(x) = 6x
x<0 x=0 x>0
AR - 0 +
Ve /\inﬂ.pont. N4
M17. tablazat
’ —2x-17 " 6x+30
c X)=——, x) =
) (%) oD S(x) 1)
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x<=5 | x=-5 |-5<x<1| x=1 x>1
ol o - x|
I \__ [infl. pont.| X N
M18. tablazat
3x° +4 12x° +48x
d () =———, "(x)=——5—
) W=y 0=
x<-2 x=-2 | -2<x<0 | x=0|0<x<2 | x=2]| x>2
S - X - 0 + X +
f: infl.
7\ X N pont. N X |\
M19. tablazat
e) fl(x)= ol >0 minden x€ R esetén,

V2 +x? ’

O -
J2+x?)

vagyis f konvex; nincs inflexids pontja.

D f()=e(2x-227),

f'(x)=e > (4x* —8x+2)

V2 V2 V2 V2 V2 V2
x<l—-— =l-—— | l-——<x<l4+— | x=1+— [x>1+—
2 2 2 2 2 2
/e + 0 - 0 +
f: infl. infl.
— pont /—\ pont. ~—
M20. tablazat
9 fx=—1C 1) =er AEE
(1+x)*’ (1+x)°
f"(x)#0 = nincs inflexios pont.
x<-1 x=-1 x>-1
rl - x [
7N X [N
M21. tablazat
_ 2x+2 . —2x% —4x
h ’X =, ”x -
) S X2 +2x+2 ;1) (x* +2x+2)°
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x<-2 | x=-2|-2<x<0 x=0 x>0
f” : — 0 + 0 —
f: infl. infl.
N pont — pont N
M22. tablazat
. 1 1 1 2
i "(x)=— =, "x)=———|1+—
) S Inx x S xz»lnzx( lnxj
O<x<e” x=e" e’<x<l x=1 x>1
[ + 0 - X +
f: infl. 7N\ X
— pont —"
M23. tablazat
j*) f'(x)=1+cosx, f"(x)=-sinx
f"(x)=0 < ha x=kx, kel
x=2krn | 2kn<x<Qk+Dzm | x=Qk+D)7m | Qk+D)mr<x<2k+2)7
Ak 0 - 0 +
f: infl. infl.
pont N pont —
M24. tablazat
155. Az a) allitas igaz; a b) allitas hamis.
156. f"(x0)=0 < h—L
. + o
Ekkor f" el6jelet valtaz x =+o helyeken, tehdt /= L seténaz x=+o
V2o
helyek valdban inflexios pontok.
6.3 Figgvényvizsgalat
157. a) D,=R, zérushelyek: x=0, x= i\/ﬁ‘

fi(x)=27-3x%, f"(x)=-6x
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x<-3 | x=23 —3<x<0‘x:0‘0<x<3 x=3 | x>3
f’: - 0 + 0 _
- : o] —
1. min. 1. max.
Iz ™ f(=3)=-54 —7 f(3)=54 ™~
' infl.
~— pont N

M25. tablazat

lim(27x — x*) = Foo R, =R, piratlan fiiggvény, mert

f(=x)=-27x+x> =—f(x) minden x € R esetén; abszolut széls6értékei nincsenek.

y
541
\ : :
_3 3 \ X
_54 1
M 50. abra
b) A) B)
y y
4 4
/ 12 X 2 X
MS51/a abra M 51/b abra
©)
y
1Ak
Y T e
M 52. 4bra
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d)

M 53. abra

e)

<\

M 54. 4bra

-10*t

M 55. 4bra
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g A) B)

384 ----

164 -f - -

L-16
|38
| _52
M 56/a abra M 56/b abra
) 2
158. a) D_/:R—{O}, zérushely: x=§.
, 34 ) 6 12
X)=——+—, X)=———
S0)= = f0=5-3
4 4
x<0 x=0 O<x<— ng §<x<2 x=2 x>2
fl- X + 0 -
VA - X - ‘ 0 l +
1. max.
f X 3) 8
infl.
2 N\ pont | N
M26. tablazat
1im(3—32]:0, im>222="2_ o,
o\ X X 0 x +0

R, = |- ; 2 , absz. maximum: f ﬂ 22; absz. minimum nincs.
4 8 3) 8

Aszimptotdk: x=0 és y =0 egyenletil egyenesek.
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y
9
8 /\}\_
4 2 3
3
M 57. abra
b)
y
2,
E l1\/§ ;
ol
M 58. abra
c) Df:R—{l}, zérushely: x=0.
oy —2x=2 vy 4x+8
f(x)_ (x_1)3 s f(x) (x_1)4
x<-2|x=-2|-2<x<-1 x=-1 -l<x<l x=1 x>1
S/ - 0 N X -
EEREN : S
1. min.
1
' \ f(—l):_g ﬂ X \
infl.
7 pont — —
M27. tablazat
. 2x . 2x
lim > =0, lim 7 =
o (x—=1) L (x=1)
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1
R, =| —— ; |, absz. minimum: f(-1)= L , absz. maximum nincs.
f 2 2

Aszimptotak: x=1 és y =0 egyenletli egyenesek.

y |
.
2 - |
‘ i >
2
M 59. abra
d D, =R—{—1 ; 1}, zérushely nincs.
’ 2x " 6x2+2
X)=——->—, X)=——-—
f( ) (]_xz)z f( ) (1—X2)3
x<—-l1|x=-1| —-1<x<0 x=0 O<x<l1 |x=1 x>1

1. min.
~ | 0=1|

VR N4 7\
M28. tablazat

X X
- T ¥ X | -
X X

. 1 . 1 . 1
= =+ =7
ligll_xz 0, 2231_)52 = 111{(1)11_)62 Fe
R, :R—[O ; 1[, paros fiiggvény, mert f(_x):7l—(l—x)2 = f(x) minden xeD,

esetén; absz. szélsdértékei nincsenek.
Aszimptotak: x=-1, x=1 és y=0 egyenletii egyenesek.

y

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
-1
|
I
I
I
I
I
I
I
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e) f)

|
|

|

|

|

|

:

| 2+

|

3 > /-\‘\
| | ' | |

|

|

|

|

|

|

|

|
|
|
|
|
|
|
:
-3
|
|
|
|
|
|
|
|

‘_1/2771 1 Yr X
M61. abra | M62. dbra
159. a) Df:R—{O}, zérushely nincs.
F@=1-25 [0
x<-2 x==-2 -2<x<0 x=0 O<x<2 x=2 x>2

|
(e
+

[ + 0 -

rl =7 =4 | N

M29. tablazat

. 4 . 4
lim| x +— | =00, lim| x +— |=%0,
+o0 X 0+0 X

aszimptotak: y=x és x =0 egyenletii egyenesek.
R,=R- ]— 44 [, paratlan fiiggvény, mert

f(—x)=—x+i=—f(x) minden x # 0 -ra;
-x

abszolut sz¢élséértékei nincsenek.

b)

M 63. 4bra

M 64. abra
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©)
y
\/8 \/
41
. s
M 65. abra
(x-D(x+1) x+1 ,
d = = s R-i; -2, h t: x=1.
) f(x) G-+ xr2 Xe { } ézagpont: X
L
L
[ — T,,‘I,,,‘,,,,
-é-‘z/ T
M 66. abra
e) D,=R, zérushely nincs.
v —4x o 12x7 -4
f(x)_(x2+1)25 f (x)_(x2+1)3
x< ! X ! 1<x<0 0 0<x<1 X ! x>1
S I I = | = —
V3 V3| 43 V3T 3 V3
f': + 0 —
S + ‘ 0 - 0 ‘ +
1. max.
Iz 7 f©0)=3 ™
infl. infl.
—7 pont N pont —
M30. tablazat
X' +3 (-x)* +3
lim———=1, R,=]1;3], parosfiggvény, mert f(-x)=-——=f(x)
o x? 41 ' (=x)" +1

minden x € R-re; absz. maximuma: f(0)=3, absz. minimuma nincs,

aszimptota: y =1 egyenletli egyenes.
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M 67. adbra
y I
1t 1
I i
1 4 X
,,,,,,,,,,,, Ao\ _________
M 68. abra

g Df:R—{—l;l}, zérushely: x=0.

, —2x oy 6X°+2
f(x)_(xz_l)z El f (x)_ (x2_1)3
x<-1|x=-1|-1<x<0 x=0 O<x<l1 x=1 x>1
S+ X + 0 - X _
fn: " >< B >< N
1. max.
’ A % 7 | £(0)=0 Y X Y
—/ 7N\ —
M31. tablazat
) 2 ) xZ 2
it v S e b
2
R, :R—]O ; 1], paros fiiggvény, mert f(—x)=(_(x)%:f(x) minden xeD,

esetén; nincsenek absz. szélsdértékei,

aszimptotdk: x=-1, x=1 és y=1 egyenletii egyenesek.
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M 69. abra

x(x+3)(x-2 x+3)(x—-2
b f X IE=D) 432
x(x+2) x+2
Zérushelyek: x=-3 és x=2; hézagpont: x=0; poéluspont x=-2.
Eldszor az x =0 -ban (az egyszerisitéssel) folytonossa tett g fliggvényt vizsgaljuk:

, D,=R-{-2;0}.

(x+3)(x=2)
=T TE) v eR-{-2
g(x) > xeR-{-2}
, X2 +4x+8 "
()= (x+2)?* g'= (x+2)°
x<-2 | x=-2|x>-2
gl 4+ X +
", + >< _
g 74 7
N X Y
M32. tablazat
2 2
im0 m YO o
o x4 2 “2t0 x4 2

f(x)=x —1—i (x#0), aszimptotak:
x+2

y=x—1 é x=-2 egyenletii egyenesek,

R, =R, nincsenck absz. szélséértekek.
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i)
y l
27+ 1
2 3 X
M 71. abra
i) D,=R-{-2f, zérushely: x=0.
, X +6x° Y 24x
X)= , xX)=
S (x+2)° /') (x+2)*
x<—6 x=-6 —-6<x<-2|x=-2|-2<x<0| x=0 x>0
I + 0 - X + 0 +
fﬂ: - X B 0 +
1. max.
| 7 | reo=mns| A
I X infl
M33. tablazat
3 3
1im72=ioo, ]imiz:_ )
to (x+2) -2 (x+2)
12x+16

f(x)=x—4+ , aszimptotdk: y=x—-4 és x=-2 egyenletii egyenesek.

x? +4x+4

R, =R, nincsenek absz. sz€&lsdértékek.
Ly
I
1 )
| -
: T Ty=x-4

,é ) e 4 X
/7’/
|
|
|
| +-13,5
|
|
|
|
|
|
|
|
M 72. abra
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160. a) Df=R+, zérushely nincs.

/1) :ﬁ_ 2\/173 ’ S= 1x3 "y 3x5
O<x<l x=1 l<x<3 x=3 x>3
S - 0 +
I + ‘ 0 ‘ -
B | s ~7
_ bt | 7

M34. tablazat

o) i)

R, = [2 ; oo[, absz. maximum nincs, absz. minimum: f(1)=2.

y

L

M 73. abra

b) D, =]-o0; —1]U[1; [, zérushelyek: x =+1.

X 1
’ — , " R D,—D”

R o1

x<-1 —l<x<l1 x>1
- X +
/- X -

~N A7
S X

7~ N\ 7\

M35. tablazat
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limvx? -1 =00, limvx®>-1=0, limyx*-1=0,
+o0 —1-0 1+0

R, = R, absz. maximum nincs, absz. minimum: f(-1)= f(1)=0, péros fiiggvény.

y
2]
IR X
M 74. 4dbra
¢) D, :]—2 ; 2[, zérushely nincs.
U I SN L ST
(4-x7) (4=x7)

-2<x<0 x=0 O<x<?2

1 - 0 +
fﬂ : +
1. min.
1
I N s0- 0 A7
N4

M36. tablazat

lim ! = lim ! =,

240 J4 _ |2 ’ 220 fq4_ 42
1

1 . . ..
R, = [ - oo[ , absz. maximum nincs, absz. minimum: f(O): %
aszimptotak: x=-2 és x =2 egyenletli egyenesek, paros fliggvény, mert

1 . .
== f(x) minden xeD, esetén.

[0 =——
* J4—(=x)
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d)

e) D,=R, zérushely: x=-1.

104

’ _ 2 ” —
f(X)_?)m’ f(-x) 9@5

x<-1 x=-1 x>-1
- X +
f": _ >< _
1. min.
Iz ~N f(-)=0 A7
7~ N\ /—\
M37. tablazat
1&133 (x+1)? =00, R, =Ry,

I y I
| 14 |
) 3 x
M 75. dbra
y
3t
& X
3
M 76. abra
- 2 Df = D

absz. maximum nincs, absz. minimum: f(-1)=0.
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y
2
_' X
M 77. dbra
f)
y
3t
2 3 3
V3
M 78. abra
161. a) D, =R, zérushely nincs.
f=1-e",  f'(x)=-¢"
x<0 x=0 x>0
S + 0 -
fﬂ :
1. max.
ol A7 SO =-1 N
7~ N\
M38. tablazat
lim(x —e*) =—0, lim(x—e") = lim[e" [% - lﬂ =—00,
—00 o0 o0 e'
y
R :]—oo ; —1], absz. minimum nincs, -
f 7T y=x
absz. maximum: £(0)=-1. v
M79. abra
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b)

y

el

ol

H i H
1—\5 1 1+\/§ x
M 80. abra

©)

M 81. dbra

d) D_/»=R—{O}, zérushely nincs.
4 Xl 1 " X 1 2 2
S'(x)=e *(1—*)’ S(x)=e (*—7"’*3]
x x X x

X

Il
(==}

x<0 X O<x<l x=1 x>1

=
X XX
+

1. min.
N = | T

M39. tablazat

(1 . e (1 . (1
llm(feszo, llme—zoo, llm(fesz—oo, llm(feszoo,
—o | x E 0-0\ x 0+0\ x

R, =R —[0 ; e[, absz. széls6értékei nincsenek;

aszimptotak: x=0 ¢és y =0 egyenletii egyenesek.
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M 82. dbra

e)

M 83. dbra

f) D,=R- {O } , zérushely nincs.

b L
T AU

x<—\ﬁ xX=- % —\E<x<0 x=0 0<x<\P X = E x>
3 3 3 3 3
1 - X +
S Y
e infl X infl
. . /-\
N pont — — pont
M40.tablazat
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1

+oo

R, = ]0 ;1 [, aszimptota: y =1 egyenletli egyenes, nincsenek abszolut

1

. T . T3

lime ¥ =1, lime ¥ =0,
0

1

szélséértékek, paros fliggvény, mert f(—x)=e 0 2 f(x) minden x #0-ra.

162. a)

M 85. abra
b) D,=R, zérushely: x=0
, 2x . —2x%+2
X)= , X)=————5
S(x) o2 S'(x) 1+ 27)
x<-1 x=-1 | -1<x<0 x=0 O<x<l1 x=1 x>1
[ - 0 +
- ‘ 0 + ’ 0 -
1. min.
I ™ /(0)=0 —7
' infl. infl.
N pont \ pont N
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limln(lerz) =w, R, =Ry, paros fiiggvény, mert f(—x)=In(l+(-x)*)= f(x)

minden xeR esetén; absz. minimum: f(0)=0, absz. maximum nincs.

y
i

S 1 x

M 86. abra

¢ D, :]—oo ; —1[ v ]1 ; oo[, zérushelyek: x=42.

, 2x , —2x* -2
X)=—-, X)=———
x<-1 -1<x<1 x>1

- X +

- X -
IR =7
T XN
M42. tablazat
lim In(x* =1) = oo, lim In(x* —1) = —oo, lim In(x* —1)=—o0,

R, =R, nincsenek absz. sz€&l6ertekek,

paros fliggvény, mert

f(=0)=In[(-=x)2 1] = f(x) minden xeD, esetén;

aszimptotdk: x=—-1 és x=1 egyenleti egyenesek.

y

H

\

[

;
|
|
|
|
|
|
|
l
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

M 87. abra
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d)
y
2 4
| A
H 1 l
M 88. abra
e) DfZR—{O}, zérushelyek: x==1.
, 4.1n x> y 8 —4Inx’
OE : fr(xy =224
x X
x<—e |x=—e|—-e<x<-1| x=-1 | -1<x<0 [x=0{0<x<1| x=1 |l<x<e|x=e|x>e
S/ - 0 + X - 0 "
ol - |0 s X s o |
N 1. min. 1. min. =7
I S(=D=0 - < ™ JS1)=0
|~ | infl infl. | —
pont —/ N pont
M43. tablazat
lim In*(x*) =00, lim In*(x*) =00,

R, = [0 ;00 [, paros fiiggvény, absz. maximuma nincs,

absz. minimuma: f(-1)= f(1)=0, aszimptota: x =0 egyenletli egyenes.

y
2,,
e 1 . x
M 89. abra
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M 90. abra

g)

e

M 91. abra
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163.% a)

-2 - "21 L 2T 3T X
M 92. dbra
b) D‘/:R—{(4k—l)%‘kel}, zérushelyek: x=kz, keZ.
f(x)= V2 #0, D,=D
1+sin2x ’ a !
2x/§00$2x
"(x)=——22222 0 DL=D,
/') (1+sin2x)’ / /
S'(x)=0 & cos2x=0 é xeD, < x:%Jrkﬂ', kel.
V4 V4 V4 V4 V4 kY4 RV
xX=—— ——<Xx<— X=— —<x<— X=—
4 4 4 4 4 4 4
YAk X + X
X -0 ]+ X
E X infl. X
7~ N\ pont —
M44. tablazat
y
b1t | |
_m aw m x
4 4 ¢
M 93. abra
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V2

1%

. sin x 2 . sinx
lim = =—00, lim =
T0 V4 +0 37y . T +

4 SInf x +— 2 sin| x + —

4 4

R, =R, periodikus fiiggvény (periddusa: 7 ), absz. szélsdértékei nincsenek,

=

s

(=]

aszimptotak: x = (4k— 1)% (keZ), egyenletl egyenesek.

6.4 Gazdasagi alkalmazasok

164. a) C’(x):%x/; >0 minden xe€ [0 ; 1000] esettn = C monoton novekedo fliggvény.

>0 minden xe]O ; 1000] esetétn = C konvex fiiggvény.

yo 3
R AT

Abszolit minimuma: C(0)=2, abszolut maximum nincs.

R, =[2 ; 4000410 +2]

12000 T

2000 +

1000 X

M 94. dbra

b) A hatarkoltség: C'(100) = 2\/ 100 =6, ami azt mutatja meg, hogy ha 100 db helyett
101 db terméket allitanak eld, akkor kozelitdleg 6 eurdval nd a koltség.

o A CU2D=CA00) |11 o gy oy 1212100 100 1 3294
C(100) 100
Tehat: ha 1% -kal tobb terméket éllitanak el6, akkor atlagosan 1,57% -kal n6 a

~ 1,57

koltség.

w.loo =15,29 (%), w.loo =10 (%),
C(100) 100

Az elaszticitas:

=1,529

B) 15,29
0
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E-(100)=C'(100)- % ~ 1,493 (%), ami azt mutatja meg, hogy ha 100 db
helyett 1% -kal tobb terméket allitanak el6, akkor kozelitSleg 1,493% -kal né a
koltség.
. , 300
165. a) A hatarkereslet: D'(9)=———~-1,235
Vor
3
oD S_p P2 _ 3
b) ED(P)=D(P)'%=—300'P ’ — =300 =5
200-p 2 200p 2

az elaszticitas fiiggetlen p-t6l, ezért

E,(9)=-15 (%)

Tehat: ha a termék arat 9 -rél 1% -kal noveljiik, akkor kozelitleg 1,5% -kal
csokken a kereslet.

A pontos szamitas:
DO09)=DO) 49 1277 =7407 146 1489,
D) 7,407

166. Az f fluggvény elaszticitasfiiggvénye:

E/(0)=f (s [0)#0.

a) Ef(x):—50x9ﬁ:10, DE:Df_{O}a E(4)=10

6. x
xt 2
X

1 X 1

) E,(x)=—+—"F—==—,
) E(x) =2
d) Ef'(x):boblxbrl'bx =b, DEsz—{O}, E,/'(4):b1

(0

X

b) E;(x)=- =3, E,#)=-3

D,=D,—{0}, Ef(4):%.

2x 5
167. E,(x)=—"~—, D,=D,—1-=¢, E,(10)=08
W) E (=3 Dy=D { 2} /010)

X 10x?

b) Ef(x)=—10x(4—x2)“-m=—4_xz, Dy=D,—{t2},  E,(10)~104
20 X 2 4x
E (x)=———2.(80-2x) = . E,(10)=0,667
) BTGy 5 Ty B9
3 X 3x
&) E,(x)=- : - . Dy=D,—{4}, E,(10)~083
) E®) 23x—12 —3x-12 2(3x-12) =D {4} E,00)
1 103 x X
E/(x)=——e *——=-2 [.(10)=-25
0 Eg=mge o=y B0
e 4
510 x 102
DOy T T Dy =Dy ~{0),  E,(10)=1
102—x
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168. A téglalap oldalainak hosszat jelolje x és y.
Ekkor a keriilet: K =2x+y.
A téglalap teriilete: 5000 =xy, innen y = 5000 .
X

fgy feladatunk a
K(x)=2x+w, x>0
X
fiiggvény abszolit minimumhelyének a meghatarozasa.

K'(x):z—sggozo & x=50 (-50¢Dy).

10000
2

K"(x)=

K"(50)>0 = a K flggvénynek lokalis és egyben abszoliit minimumhelye: x =50.
Tehat a téglalap oldalainak hossza: 50 m és 100 m.

169.

X

M 95. abra

Az M95. abra jeldléseivel a hasab felszine: F = x* +4xy.
32

A hasab térfogata: x”y =32, ahonnan y = —.
X

Az

32, 128
5 = X +—
X X
fiiggvény abszolit minimumhelyét keressiik.

F'(x)=2x—g:0 < ha x=4.
X

F(x)=x*+4x- , O0<x

F'(x)=2+ £36 F"(4)>0 = Az F figgvénynek az x =4 helyen lokalis és egyben
X

abszolit minimuma van.
Tehat a medence hossza és szélessége 4 m, a mélysége 2 m.

170. Az
F)=(x=x)* +(x=x,)" +..4 (x—x,)
fliggvény abszolit minimumbhelyét kell meghatarozni.
S(x)=2(x—x)+2(x—x)) +...4+2(x—x,) =2nx—2x, —2x, —...—2x,=0 < ha
FEE R R
n

f'(x)=2n f"(mj >0 = Az f figgvénynek az x = Hred X,
n

n

helyen
n

lokalis €s egyben abszoliit minimuma van.
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171. Jeldlje x a zuhanykarok szamat. Ekkor az

f(x)=3x+@-15, 0<x <400
x

fliggvény abszolut minimumhelyét keressiik.

, 6000 ,
f(x)=3- R f(x)=0 < x=+2000~45 (-v2000¢D,)
. 12000 ” A L
f'(x)=—=—, [f"(J2000)>0 = f-nek lokalis és egyben abszolut minimuma van az
X

x=4/2000 helyen.

Tehat 45 zuhanykar elhelyezése gazdasagos.
172. Q=1000 (egység)

173. a) 178,66 kg/ha b) 100 kg/ha

174. Jeloljiik x-szel a hajout hosszat. A hajout X napig tart, tehat a hajozas koltségét a
v
sebesség fliggvényében a kovetkezd fliggvény adja meg:

Cv)="a+=kv'="a+kn? (k>0 4llando)
v v \4

E fliggvény a minimumata v =3} Za—k helyen veszi fel.

175. a) A hatarkereslet: D'(p)=-3, D'(6)=-3

Az arbevétel fiiggvény: R(p)=p-D(p)=-3p> +42p
Hatarbevétel: R'(p)=-6p+42, R'(6)=6

b) Az R fiiggvény maximuma p =7 Ft-ndl van, a maximum értéke: R(7)=147 Ft,
ekkor a kereslet: D(7)=21 kg.

c) Kereslet arelaszticitas fliggvény:
Eo(p)=D(p) == Ey(6)=-075
Tehat: ha az egységarat 6 Ft-rol 1% -kal noveljilk, akkor a kereslet kozelitéleg 0,75% -
kal csokken.

176. a) Az arbevételfliggvény:

10—
R(x)=x-f(x), azaz R(x)=x-e *, x>0.
E fiiggvény abszolit maximuma az x=4 (egységnél) van.

b) E,»<x)=el°7~[—ij- Lo-X Ea0=-2s

10-=
4

Tehat: ha a termék arat 10 -rél 1% -kal megemeljiik, akkor kozelitéleg 2,5% -kal
csokken a kereslet.

177. a) x=316,2 (egység) b) x=200 (egység)

178. x=10000 (egység)
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179.* Tekintsiik az M96. abrat!

Az atlagos raktarkészlet: ¢ +% .

Ha egy periodus ¢ napbdl all, akkor az egy periddusra jutd koltséget az alabbi fiiggvény adja
meg:

k:tl—>100+(c+%)0,l~t

Egy év alatt a készletezések szama: 300 . Mivel %ﬂ = 1500 , innen ¢= g .
t r
Tehat az egy évre jutd koltséget a kdvetkezo fliggvény adja meg:
K:r— 100+[c+1)-0,1~1 1500 = 150000 +30c+15r.
2 5| r r
E koltségfiiggvénynek minimuma van, ha » =100 db, araktarat 20 naponként kell

feltolteni.
180. x =100 (egység)
181. a) A profit 3000 db termék esetén maximalis.
Ekkor a havi bevétel: R(3) :% millio6 Ft.

b) Elaszticitassal kozelitve:

Ep2)=2

g .
Tehat: ha a termelt mennyiséget 2000 darabrol 1% -kal néveljiik, akkor a bevétel kb.
1,33% -kal novekszik.

6.5 Vegyes feladatok

182. Az a) allitas hamis (x =0 inflexios pont); a b) allitas igaz.

183. Mindkét 4llitas hamis.
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184. a)

76000 +

41700 1

y

70 X

M 97. abra

b) C'(x)=0,3x> —42x+1470, x20.
C'(20)=750, C'(60)=30.
¢) E~(20)=0,236, E_(60)~0,015.
185. a) Az arbevétel fiiggvény: R(p)=p-e "7*
E fliggvény maximuma a p =50 (egység)-nél van. D(50)=e’ (egység)

b) Ep(p)=-002-¢ "% P = 002p, E,(40)=-08

—-0,02p+8
e p

Tehat: ha az arat 40 egységrél 1% -kal noveljiik, akkor a kereslet koriilbeliil 0,8% -kal
csokken.

186. a) Jeldljiik R-rel az arbevételfiiggvényt az eladott mennyiség fliggvényében:
R(x)=7(x)+C(x) = -2x* +160x—147, x>0.
E fliggvény az x =40 helyen veszi fel a maximumat.
b) Hatarkoltség: C'(x)=40 C'(20)=40
Hatarbevétel: R'(x)=-4x+160, R'(20)=80
Hatarprofit: 7'(x)=—4x+120, x'(20)=40

6.6 Ellendrzoé kérdések és feladatok

1. a) Nemigaz. Pl.az f(x)=x+ J fliggvénynek lokalis maximuma van az x =-3 helyen,
X

abszolit maximuma viszont nincs (a fiiggvény feliilrél nem korlatos).

b) Igaz, mert az abszolit maximumhely egyben lokalis maximumbhely is.

¢) Nemigaz. Pl.az f(x)=x’ fliggvénynek az x =0 helyen nincs lokalis szélséértéke, de az
érintdje itt az x tengely.

d) Nem igaz; ugyanis nem biztos, hogy f differencialhaté az x, pontban. (Gondoljunk pl. az
f(x)= ‘ x‘ figgvényre az x =0 helyen.)

¢) Nemigaz. Pl.az f(x)=x" fliggvénynek az x =0 helyen lokalis minimuma van, de

J(0)=£"(0)=0.
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f) Nem igaz, ugyanis f'(x)=0 is lehetséges. Pl.az f(x)=x’ fliggvény szigortian monoton
novekedd és  f'(0) =0.

g) Igaz. (Lasd TK. 6.3. tétel b) részét.)

h) Nemigaz. Pl.az f(x)=x" fliggvény esetén f"(0)=0, az x=0 hely mégsem inflexios
pontja a fliggvénynek.

i) Igaz. (Lasd TK. 6.9. tétel b) részét.)

j) Igaz;ugyanisha x, poéluspont, akkor definicio szerint lign‘ f(x) ‘ =00, ami azt jelenti,

hogy az x =x, egyenletii egyenes az f fliggvény grafikonjanak fliggdleges aszimptotaja.
(TK. 170. old.)

3x+6

Tk li;nf(x):oo.

7
Df=|:—5;00[, f’(x):

—%<x<—2 x=-2 x>-2

A - 0 +
1. min.
f: x f(—2):—3ﬁ /

M45. tablazat

A fentiek figyelembe vételével adddik, hogy a B viélasz a helyes.

, _x3—9x2 woon_ Sdx
F0= = S0= 0
/'(0)=0, £"(0)=0.

x<0 x=0 O<x<3
S+ 0 +
Sl - 0 +
|7 ) —7
f: infl. pont
/N —

M46. tablazat

A tablazatbol leolvashatd, hogy a C valasz a helyes.
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N 6x2-6 von '3x—x3
R A SR S =120

x<—\/§ x=—\/§ —A3<x<0 | x=0 0<x<\/§ x:«/g x>«/§

[+ 0 - 0 + 0 _
! infl. 7\ infl. U infl. 7\
—/ pont pont pont

M47. tablazat

A tablazat alapjan az A valasz a helyes.

, 2Inx Y 2
5. f(x)= ; S'(x)=—(1-Inx)
X X
O<x<l x=1 l<x<e x=e x>e
VA - 0 +
" 0 _
S *
1. min.
™ =0 o
/ infl. pont |~

M48. tablazat

A tablazat alapjan igaz: ab) c) és e) allitas, illetve hamis: az a) és d) allitas.

I {2
6.  Arbevétel: F(x):x~f(x):500+x-e[50 ]
) f,_x
F'(x)=e ‘" /. 1—% , F'(x)=0, ha x=50.
F'>0, ha 20<x<50 és F'<0, ha 50<x<110,

igy x =50 lokalis és abszolut maximumbhely.
A maximalis arbevétel: F(50) =550 (ezer Ft), ezért az A vélasz a helyes.

7. Az elaszticitasfiiggvény:
12x 60
E (x)=- , 1 E.(5)=—~»
f( ) 2 3x gy f( ) 3

Az elaszticitas definicidja szerint a C valasz a helyes.

4,6.

120



7. Hatarozatlan integral

187. a)

188.

b)

b)

7. HATAROZATLAN INTEGRAL

7.1 Primitiv flggvény, hatarozatlan integral

3 g B
I7dx=7x+C e) szodxz—xzoJrC
23
Jox*ax=x"+cC n Lodv=t|x+7)+C
x+7
4 X_3 x x
jx dv="—+C g) jg ‘In8-dx=8"+C
x2 er
dex:—+C, x#0 h) J.ezxdx: +C
2 2

Van. A primitiv fliggvények az alabbi formaban adhatok meg:

x*+C, ha x<0
F(x)= .

x"+C, ha x>0
Hangstlyozzuk, hogy C barmilyen valos szamot jelenthet, de a
JF0:0] ¢ ]0; o[ intervallumokban e konstansok értéke egyenld

kell hogy legyen, kiilonben nem lenne folytonos az F fliggvény az
x=0 helyen.

Nincs. Nyilvanvalo ugyanis, hogy ha Iétezne primitiv fiiggvény, akkor
az csak ilyen alakt lehetne:

x*+C,, ha x<0
F(x)=
e"+C,, ha x>0

hiszen (x> +C,) =2x & (e*+C,) =e".
Azonban nincsenek olyan C,, C, konstansok, amelyek esetén F

differencialhat6 lenne az x =0 helyen, mert F folytonossaga miatt
C,=1+C, lenne,de F/(0)=1%F'(0)=0.

189. Azt kell megvizsgalni, hogy az F fiiggvény differencialhato fiiggvény-e.
a) F differencialhato fliggvény (az x =2 helyenis) = lehet primitiv

fliggvény.

b) F nem differencialhaté az x =1 helyen (x = —1-nél differencialhato)

= nem lehet primitiv fliggvény.
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190.

122

c) A fliggvény nyilvanvaloan differencialhat6 az ]1 ; 2 [ és ]2 ; O [
intervallumokban, de a csatlakozasi pontban —az x =2 helyen — nem
differencialhato; ugyanis

F'(2)= £ F!(2)=-3.

2In2
Tehat F nem lehet primitiv fiiggvény.

d) F nem differencialhat6 (nem is folytonos) az x =1 helyen = nem

lehet primitiv fiiggvény.

7.2 Alapintegralok. Egyszeri integralasi modszerek

6

a) [10+2x)dx = [10dx+2[x°dx=10x+2-2—+C
) yax = | | ;

8 7 4
X

b) 2jx7dx—3'|.x6dx+4j.x3dx = 2%—37+4%+C =

8 7

:%—3’67+x4+c
3
7 -3 5
c) jldx 7[ 6dx+9I Ay — 3] de x— 77+9x—3—33 4 C=
5

3
=x—x =3x°-5x°+C

-6 -3
d) jx‘7dx—2jx-4dx+3jldx—3jexczx = x—6—2x—3+3ln|x|—3ex +C
x —_—

e) A szamlalét tagonként elosztjuk a nevezdvel, majd tagonként integralunk.

1 5 3

L 2
J(\/gx 2 —x*+8x2 ]dx x———+8xT+C—

2 4 2

f) x’-nal egyszeriisitiink, elvégezziik a négyzetre emelést, majd a
szamlalot tagonként elosztjuk a nevezdvel és tagonként integralunk:
j.4x_—43x+1d J‘(——i-i-l —jdx ln|x|+——L+C

4x x x 4 x 8x>
5 X

4 x 2 X 4 2
+4" +e )dx=—+ +e’x+C
g) I(x e )dx s "Ta e°x




7. Hatarozatlan integral

191.

192.

37 42 ) 3
h) J.ﬁ —J. (—4—3 jdx——;+ln3+c

3 3
a) F(x):2%+x+C, F(0)=C=2, tehat F(x)zz%+x+2.

Hasonlo6an az a) ponthoz adédik:

b) F(x):%JrZ

3" 1
C) F(X)_l 3 2—E
(x+2)
@ F)=tT22

e) F(x)=ln|x—e|+1, ha x<e

f) F(x)z%wl(x+l)3 +§

(8x+5)" +C_(8x+5)”

10
a) j(8x+5) dr=""0 -

+C

1 50

¥ 100 ¥ 100
99 [1+2j (1+2j
b) j(l+§} dx=——"4—+C=——""<—+C

5-100
o [e-sota-G2 o Q=97 ¢
(=3)(=3) 15
3
Lo 6T 22
9 .[(6_7x) dx—TJrC— E-(6 7x)2 +C
2

1 2
e) j(4x+1) 3dx:%(4x+l)3 +C

3
_1)s
(2x-1) N

2.3
5

3

2
f) 3](2x—1) Sdy=3 C=§(2x—1)5+C

—2x+3

—-2x+3 €
e dx = +C
g) J -

O3X
h) |10**dx
) J 3 Inl 0
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D I 1 In3 - 4x|

dx = +C
3—4x -4
— In|2x—1
P R e 1)+1dX=I(1+#jdx=x+M+C
2x—1 2x—1 x— 5
11
193. a) [ +5) xdv=— j(sx 5" t6rax— L w .
2 4
b L[ex+36 60" (6% 6xs Gan - L 2X 43 60"
6 : :
o [(5-20)(5x-x) *ax _ww
11
s e 13+x%)° 11
1 L 103+x)° n
d) 5J‘Sx (3+x”)0dx 51 +C (3+x) L C
6

3 2
e) j(eX+1)(eX+x) 5dx=%(ex+x)5 +C
2

1
1 - 3 >y
) ——|-3*(In3)(8-3") *dx=——""-—(8-3")3+C
ln3I (In3)( ) 21n3( )

In* x

+C

2) J%(lnxfdx:

2
h) (ln2)jﬁ(\/§+log2 x)dx :(1n2)m+c

2
194. a) j7+6 dx =In|7 + 6]+ C
X
16
b) jgxzisdxﬂn\sxz+5\+c=1n(8x2+5)+c

c) ng—?@dxzéjﬁdxzéln‘xz —6x‘+C

x° —6x

x—9x° 1 2x-18x° 1 ) 6
d ————dx=—|————dx=—In2+ x~ = 3x"|+ C
) -[2+x2—3x6 2J.2+x2—3x6 2 ‘ ‘
e) I I dxz—L =7 In7 x=——In3-7"|+C
3— 7'” In7) 3-7" n7
363"—3 1
f) j j Sl —3x‘+C

124
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195.

196.

2

log,5 . flnx , In5 , x g
h‘)j ; dx_j f;xdx_j dx—(1n5)jﬁdx-(ln5)ln|lnx|+€

1

1
J.x(\/E+ log, x) \/E+1og2 X
In5 1

xlnx

dx = (an)J. xln2 5 (1n2)1n‘\/§+10g2 x‘+C

a) Jex3~3x2dx=ex3+C
b) J4x2‘xdx=lJ‘2x-4x2dx= 4 +C
2 2In4
0) J.(2x—3)5x2’3‘“dx= S e
In5
1 4 4x*43x242x 1 4xti3x42x
d) —j(mx +6x+2)e dx=—e +C
2 2
e) Lj7*(ln7)(7x+3)édx=L(7X+3);+c
In7 7In7
1 1
2 1 2
3x 1 2 = 13~
" jx3 * 2I 2 7T 2 m3
1 R L 1
2) j—-(lnx) dx=—(Inx)' +C=——+C
X Inx
_g\4
h) (1n3)j L (log, x—5) dx =(in3) 108X ="
xIn3 4
7.3 Integralas helyettesitéssel
t=x
3 dt 3
a) Iex3x2dx= — =3y’ :je’ah‘:e’+C=e’C +C
dx
dt =3x7dx
t=x*
t x2
b) j4x xde=| Aoy =I4fﬁ=l4 o= ¢
dx 2 21In4 2In4
ﬂ=xabc
2

125



ANALIZIS PELDATAR

t=x>-3x
t x2-3x
) I(Zx—3)5x_3xdx= L =j5‘dr=5—+C=5 +C
dx In5 In5
dt =(2x-3)dx
t=4x* +3x% +2x
d) I(8x3+3x+1)e4x4+3x2+2"dx= A 6xd r6x+2 |=
dx
%:(8x3+6x+2)dx
:jetﬂzlet+C:le4x4+3x2+2x+c
2 2
t=T7"+3
1 1 7
e) J.7x-(7x+3)6dx: L I LU S ST e
dx In7 In7 7
£=7"dx
In7
6 7
= (7" +3)¢+C
7In7
fo L
1 x’ 1
3+ dt 2 dt 1 3
di=| —=-2 =3 === 3 +C=- +C
2 I 3 dx  x° I -2 2In3 2In3
dr _dx
-2 X
t=Inx
) dx2 ae=| d_1 :jt—zdt=—1+C=—L+c
x-In“ x dx x t Inx
dtzldx
X
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t=log,x—-5
3 4
h) I(1°g3;c ) = %:xlln?’ =It3(ln3)dt=(ln3)%+C=

di(In3) =
X

+C
t=4-3x
4—t¢
= 3 2 1
dt 3
dx =——dt
5 2
=— Et3 21t3 +C——(4 3x )3——(4 3x)3+C
315 2
t=5x+2
x——t_2 3
IR R )
3x 3 dt 3t—
b) [——dr=| a1 (=[P = j _
3 - 3 25
JGx+2) R VP
a’x:ﬂ
5

1 1 3 1 1 1
:—I 326t 2 |dt=—01)|6:2+12t 2 |+C=
25 25

1 1
=2i5{6(5x+2)2 +12(5x+2) 2]+C

t=4-x
x=4—t 6 1
) j3x-§/4—xd =|lav =j—(12—3z){/?dt=j[3-t5—12-;5}#:
e
dx =—dt
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11 6

t—2x+1
Mt
2 —(t—l) 5,4
3x-5 2 13t—13
)sz+1x %:2 o e 4J
X
e
2
:% (—QJ =1(3t 13n[e))+C = L@+ -13mm[2x+1]]
t=e"
e) J' e_ dx = ﬂze’f _ [t J'Ldtz %dtz
l+e™* dx w1t t+1 t+1
dxzﬂ !
t

j(l—Ljdtzz—1n|t+1|+C=ex ~In(l+e*)+C

t+1
t=+x+1
?=x+1
1 , 1+16)-1
———dx=|x=t"-1|= —2tdt—2 =2|———dt
g J~1+«/x+1 p '[ 1+1
.
dt
dx =2tdt

:2[ (l—ll—tjdt=2(t—ln|1+t|)+C=2«/x+1—2ln(1+\/x+1)+C
+

7 .4 Parcialis integralas

198. a) f(x)=x, g'(x)=2e"
=1, gx)=e"

2x

2 2 2 2
Ier “dx = xe™* —Ie dx = xe”" —
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b) f(x)=4x+2, g'(x)=e"
f(x)=4, gx)=—e"
j (4x+2)-e“dx =—(4x +2)e " + J' dedx=—(4x+2)e ™ —de* +C

X

) f@=x, g@=ye

f0=1, gx)=e*

J.%ezdx = xe* —J.ede —xet —de* +C

d) f(x)=10x-3, g'(x)=e""
' 65x+l
f'(x)=10, g(x)= s
eSx+l
j(lox ~3)e M dx = (10x—3) —j 2% dy =
S5x+1
=(10x-3) 3 %e”*l +C
e) S (x) =5x, g'(x)=2"
/ 2x
f0)=5, gx)=
j5x-2de=5 —+C
ln2 ln2 In“2
f) f(x)=3x—2, g'(x)=4"
! = 3 N =
f'() g=1—
4 = (x- 2) Y ic
g) f)=x*+x+3, gx)=e’
Fl(x)=2x+1, 2(x)=2e?

I(xz +x+3)egabc=2(x2 +x+3)e5 —J(2x+l)2egdx=

f(x)=2x+1, g'(x)=2e>

X

fl(x)=2, g(x) = 4e?
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=2(x> +x+3)e2 —4(2x+1)e? +j8e5dx=

X

=2(x* +x+3)e?

X X

—4(2x+1)e? +16e2 +C

h) fx)=x2, g'(x)=2""
1—x
! :2 , = —
f'(x)=2x g(x) 2
2 1—-x 1-x
J‘xZZde:—x 2 +j2x2 dx =
In2 In2
1—x
:2 N ! =
S(x)=2x g'(x) e
1-x
'(x)=2, xX)=-—
S'(x) g(x) DY
__x2-21_x_2x21_x+J' 2 iy X027 2027 2.2
In2 In?2 In?2 In2 In?2  In’2
199. a) f(x)=Inx g'(x)=x
3
, X
fi(x) = g(X)Z?
3 2 3 3
szlnxdx:x—lnx— —dx:x—lnx——+C
von 1
b) f(x)=Inx, g(X)—T
2
) 3 3
f(X)—— g(X)=5x3
Jlnx =§x3lnx '[— 3dx x2 lnx—-23x?+C
0) f()=mn2x,  g'x)=+x
, 1 2 2
f0=5-2 g@=1
2 5 2 L0 4
IﬁanxdeE\/x_lnbc—jgxzdx:E\/x_anx—gx/x_+C
d) =Sy, g
SW=t8,  g)=—t
8x X
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7. Hatarozatlan integral

Ih;ézxdx:_lnfx +J'xi2dx:_lnfx_§+c
e) f(x)=In*x, g'(x)=1
F@=22 g =x
Jl-lnzxdxlenzx—'[ﬂnxdx:
f@=lnx, gx=2
f@=",  g=2x
=x1n2x—2xlnx+.[2dx=xln2x—2xlnx+2x+C
f) f(x)=logsx, g'(x)=1
f@=—,  g=x

J-l-log3xdx:x10g3x—'[lill—);:xlog3x—ﬁ+€

, 1
g S(x)=lgx, g(x)=x—3
, 1 1
:—, X)=———
SO 8=
J‘lg_;c =—1g—)2€+J. ! x_3dx=—lg)2c— ! >+C
X 2x 2In10 2x°  4(In10)x
h) J(x) =log,(=5x), g'0)=x
1 1 x*
"(x) = (=5)=—, =
S —5xIn2 =3) xIn2 &) 8
x* x’
jx7 log, (—5x)dx = ?log2 (=5x) —J- n2 dx =

8 8

X
~ X Jog, (=5x)— +C
g 108(50) =

7.5* Trigonometrikus figgvények hatarozatlan integralja

200. Van. A primitiv fiiggvények ilyen alakban adhatok meg:
V4
tgx+C, ha O<x<—
Fx)=1° 2
x+C , ha x<0,
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ahol C barmilyen valos szam lehet. A két intervallumban
(}0 ; %{ és ]—oo ; 0]) azonban a C értéke mindig egyenld kell,

hogy legyen (kiilonben F nem lenne folytonos az x =0 helyen, és igy nem
is lenne differencialhato).

I¢. 1 1 1 1.

201. a) —|sinxdx+—|cosxdx+|— dx =——cosx+—sinx+ctgx +C
) 4-f 4-[ I sin® x 4 4 &
b) jcoszxdx_"‘l—sinzxdx_."( ! —1)dx——ctgx—x+C

sin? x sin? x sin? x
c) J-sin4x_2dx=—§-cos4x_2+c
4
4 4
d ———dx=—-tg(3x+2)+C
) J‘c052(3x+2) 3 & )
e) Alkalmazzuk a si112x=M azonossagot!
Isinz xdx = I—l —Cos2x dx =Ildx - J.lcos2xdx X sin 2.x +C
2 2 2 4
. (cosx)g 5 4
f) 2J.(sinx)-(cosx) Sdx=-2- 7 +C=—E(cosx)5+C
5
g) jctgxdxzjc9sxdx=1n|sinx|+ C
sin x
2 1
h) [—=sin(Wx-1)dx=4 sin(v/x —1)dx = —4cos(v/x =1)+C
B [
r=ctgx
1 dt 1
202. a) J.emgxﬁdx: — = :—J.etdt:—et+C:—e°tgx+C
sin” x dx sin” x
dx = —(sin” x) dt
X .
— =sint¢
2
b‘) I,/4_x2a'x: dx st :I,/4—(2sint)2-2costdt:
—x:2cost
dt
dx =2 -costdt
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7. Hatarozatlan integral

= J.2\/1—sin2 t-2costdt =4-J-cos2 tdt = 4[#(& =

—4j( Cosz’j — ¢ +sin2t4C

Itt az eredeti x valtozora nem térhetiink vissza, mivel az x = 2sin¢
egyenl6ségbdl az eddigi ismereteink alapjan nem tudjuk #-t kifejezni.

203. a) f(x)=7-2x, g'(x)= cos%

f(x)=-2, g(x)=4sin%
j(7 —2x)cos§dx = 4(7 —2x)sin§+_[8$in§dx -

=4(7 —2x)sin£—32005£+ C
4 4

b) f(x)=2x—x", g'(x)=cosx
f'(x)=2-2x, g(x)=sinx
I(2x—x2)cosxdx = (2x—x2)sinx—I(2—2x)sinxdx =
f(x)=2-2x, g'(x)=sinx
f(x)=-2, g(x)=—cosx
=(2x—xz)sinx+(2—2x)cosx+J-ZCosxdx=
= (2x—x?)sinx+(2—2x)cosx +2sinx+C
c) f(x)=3", g'(x)=sinx
f'(x)=3"In3, g(x)=-cosx
I3x sinxdx=-3"cosx +I3x(ln3)cosxdx =
f(x)=3"In3, g'(x)=cosx
f'(x)=3"1n*3, g(x)=sinx
— 3% cosx+ 3" (In3)sinx— j 3 (In? 3) sin x dx

[3*sinxdv = [—3xc0sx+3 (In3)sinx]+ C
1+1n
, I
d) f(x)= g(x)=—>
oS X COS X
2s1nx sinx
S(x) = ; g(x)=tgx=
S X COosSXx
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1 1 t sin? x t 1—cos’x
j o ydx = o[ P gy S L5 gy
cos“x cos”x cos” x cos” x cos” x cos” x

= -2 dx
cos” x -[cos X J.coszx
Innen atrendezéssel kapjuk:

1
I df =—( tgf +2tg,xj+C
cos ' x 3\cos’x

7.6 Vegyes feladatok

204. Lehet,ha C, =C,. Ekkor ugyanis F folytonos és differencialhat6 az

értelmezési tartomany minden pontjaban.

9 2
205. A primitiv fiiggvények: F(x) = 4% +3+C.
Mivel F(0)=C=1, ezérta (0;1) ponton atmend primitiv fiiggvény:

9 2

Fx)=42+3241.
9 "2

2
206. a) jlnxd =jl-1nxdx=ln *iC
X 2

35 NE —2x)*

b 3372 1 (5-2x)%)dx = +C
) ¢ (520 )=+
3*2)6 42){3
207. 372 4473 dx =
2) J.( ) —21n3 21n4
3 44 3 ( j
b) dex_ {(4) } 1§+x~|—C
4\ 4\ 4
U | @ "y :
) j s = J. = n“ j +1]+C
X 4 4X 4
1+| — In— 42 In
) ()
2x 1
d) j :—jlox(Sx ~3) 2dv=2(5x7 =3)2 +C
5x%2 -3
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7. Hatarozatlan integral

t=5x-3
% =3 (t +3)
X 1 1
5 dr _ 2 _
= 2 +3¢ 2 |dt
dx = dt I 25 '[ [ ]
5
t+3
xX=—"
5
3 1 3 .
202 3¢ 4 S 12 5
=—|5+—|+C=—(5x-3)2+—=(x-3)2+C
2503 1 75 ( ) 25 ( )
2 2
2x 1¢ 10x 1 5
dx=— dx=—=In[5x" -3|+C
g I5x2—3 5I5x2—3 5 ‘ ‘
g) j(10—x3)-(4—&)dx=j(40—4x3 —10vx + x*x)dx =
o7 3 9
=I (40—4)(3 —10x? +x2jdx =40x—x* —?xz vL%x2 +C
h) J-xefxz dx = —lf— 2xe ™ dx = —lef’62 +C
2 2
i) J.xze’xdx =—x’e " + J.er’xdx =—x’e " —2xe " + J.Zef"dx =
=x’e™ —2xe* —2e* +C (Kétszer parcialisan integraltunk.)
j) Tagonként integralunk; az elsé tagnal a parcialis integralas modszerét
alkalmazzuk.
X ,‘Cz Sx X
I(xS“ +x5 )dxzx - —j2x5 dx =
In5 J1In5
:xs__5_+l. S +C
In5 In*5 2 In5
5x+2 (5x— 15)+17
k = = dx =
) I R OIS (5, 1)
=5x+17.1n|x—3|+c
1) A feladatot megoldatjuk a parcialis integralas modszerével vagy
helyettesitéssel. Helyettesitéssel:
5 t=1+x | _ 3 . .
I Y dx=|x=t- 1j(t_) dt = It —e dt=_|. 1222 41 2 |dt =
V1+x
dx =dt
5 3 i 5 3 1

=§z3 —%tz +212+C =§(1+x)2 —%(1+x)2 +2(1+x)2 +C
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136

xlgx+x°lgx lgx
m) j%dxzjg?dx+jxlgxdx=

2 2 2

lgox x g X, x X
=(In10 +—lgx-— dx =(In10 - +
(In10) 2 2 8¥ -[21n 10 x=(inl0) 2 &Y 41n10

t=x>-2x
dr

n) [ (x-Din(’ - 2x)dx = "

2x-2 Jl t— :—Il tdt =

_dr
S 2(x-1)

=%(tlnt—t)+C :%(x2 —2x)-In(x? —2x)—%(x2 -2x)+C

A helyettesités utan parcialisan integraltunk.

7.7 Ellenorzo kérdések és feladatok

a) Nem igaz. Pl. a 188/c feladatban szerepld f fiiggvénynek nincs primitiv

fliggvénye.
b) Nem igaz; ugyanis léteznek nem differencialhat6 fiiggvények. Pl. Az
F(x)= | X |, x e R fliggvény nem tekinthetd egyetlen fliggvény

primitiv fiiggvényének sem, mertaz x =0 helyen nem differencialhato.

¢) Nem igaz. A primitiv fliggvények végtelen sokan vannak, de nem
megszamlalhatoan végtelen sokan. Csak konstansban térnek el
egymastol, ahol a konstans tetszdleges valds szamot jelent; a valos
szamok halmaza viszont nem megszamlalhat6é szamossagu.

d) Igaz.

e) Igaz.

f) Igaz.

a) lIgaz. (TK. 7.2. tétel b) része)
b) Igaz. (TK. 7.2. tétel kovetkezménye)
c¢) Nem igaz.

d) Nem igaz.
A B valasz a helyes, mert
-In(x-3)+C) =- ! +0= ! , x>3.
x-3 3—x

(A C valasz azért nem helyes, mert hianyzik a ,,C” konstans.
Igy lenne helyes: — 1n| 3—x | +C))



7. Hatarozatlan integral

Az A vélasz a helyes.
8 13

Az f(x)= x5 fliggvény primitiv fiiggvényei: F(x) = %xS +C alakutak.

Mivel F(I)= %+ C=0, ezért C= —% adédik.

A B vélasz a helyes, ugyanis

o [Gx+3) 3} 10(4x+3)°-4 9
F(x)—(—40 +40J - +0=(4x+3)° = f(x).

AC Vailasz a helyes, ugyanis

J‘\/3x x*

Az A valasz a helyes, ugyanis

1 ~ 2 2
Jﬁlgxdx—%/;lgx—'[mx dx—Z\/;lgx—m%/;JrC.

n

1

1
:%j(3—3x2)(3x—x3) 2d)c=§(3x—x3)2 +C.

(Parcialisan integraltunk.)

A B valasz a helyes, ugyanis

=4/2x+3
-3

= —("=-3)+2

J‘3x+2 dxzx 2 J.2( ) tdt=_[[§fz_§jdt=

V2x+3 dr _, 2 2
dr
dx=tdt
3
S P :—w/(2x+3 ——\/2x+3+C
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.1 Hatarozott integral. Newton-Leibniz-formula

208. a) A [O ; 1] intervallum osztopontjai:

o, 1, 2, =l
n n n
Sn=l|:1+(2+1)+(2'£+1J+...+(2n_1+1J:|=
n n n n
=l{n+l[2+4+...+2(n—1)]}=l{n+l-n_l(2+2n—2)}=
n n n n 2
:1(2;1—1)=2—l
n n
S,,=l[(2-l+l)+(2-g+lj+...+(2-2+1H=
n n n n

=l[n+l(2+4+...+2n)}:l[n+l-£(2+2n)}=
n n n n 2

=l(2n+l) = 2+l

n n
lims, =limS§, =2

1

j'(2x+1)dx=[x2 +x] =2-0=2
0

b) Az [1 ; 2] intervallum osztopontjai:
| 2 n—1

—, 1+—=, ..., 1+ , 2.
n n

1+(1+%j+(1+%j+...+(1+";ﬂ:

, 1+

N

=
|
S | =

—— S |-

=l[n+l(1+2+3+...+n—1)}=l[n+l-n—_l(1+n—l)}=
n n n n 2
1( n—l) n—1
=—|n+ =1+
n 2 2n
S, =1K1+lj+(l+gj+...+(1+£”=l[n+l(l+2+...+n)}_
n n n n n

I |~ 3
1
R
+
S |~

Zn+1) Lty ntd
2 n 2 2n
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8. Hatarozott integral

2
2 2 2
dexz Sl - _l:
1 2] 2 2

c) A [0 1] intervallum osztdpontjai:
o, L 2 g,
n’on’ n

2 2
s, = l{OerL+(2) +...+(n_1j :|=l{iz[12+22+...+(l’l_1)2]}=
n n n n ni\n

(n-Dn@2n-1) _ 2n* =3n+1

(%)2 +(%j2 _ +(§j2] =%Li2(12 +2% + .. +n2)} -

2 + 1?
2) IlO”dxz 10 _ 100 3 10 _ 90
1 ln10 In10 In10 1Inl0

37!

2 2 14
b 5-3x> ++/x)dx=|5 + =5-1+4=-0=—
) I( X )dx = {x x’ 3x L 3 3

©) [ =[in[5]” L =I|-1]~In]-¢}|=In1-In¢* =0-2=-2
, X

—e

fred I( N[22 T
d) dx=|| x? +x Zdez{—xz-l—ZxZ} =
1\/; 1 3 1

22y 2 16, , 2 20
= WAy +24a-| 2+ +4-Z_2="=
;009 (3 ) 303 3
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3 1 2 3
&) [(6-2x)2dx= 6-20° ) _(,2_8
3
1 -2.=
2 4
1 1 276 6 6
1+x%) 20 2
dx(l4 Y dx=2[2x(+x2 Y=g LX) _2 2
) j (1+x) _jl( ) ; T
g) Parcialisan integralunk:
f=x,  g=e?
S@=1,  gx)=-2?
Lo N 1 1 Rk
jxe 2dx{—bce 2:] +J-2€ Zdx=-2e 2 +2e? +[—4e 2} =
-1 -1 -1 -1
N 6
=2¢ 24202 —4e 2 +4de? =6Je ——
Ve
1 . |
h) .[2)26+—2edx=[ln(x2+2ex)] — In(1+2¢)—In2
o X~ +2e" 0
1 4
4 1 4 1 T
i) jl9¢?dx:—2j— L gligeop[2 | o6 (18 _12
1\/? 24 In9 In9 In9 In9
1
t=5-4x
5—t
x:_
4
o de 1 1 9
J)f X -l @3 :j_ﬁﬂzi Rl
45— 4x g 4t 4 164 i
dx =——
4
x=-1=1t=9
x=1=1t=1

1 - L [ or s 2) 1
:—j 50242 |dr=—|10e2 =242 | = 30-18-10+2|==
16 16 316 3) 6
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8. Hatarozott integral

k)

D)

210.%  a)

b)

d)

1 L dx 1 1
x - Inxdx :[——lnx} + - _._[_ } —
'[ 3x° '!3364 3¢’ 9x*®

t=3+2x
(-3
X=—— x=-1 = t=
J'4x—1 . 21 _j'2t—7dt
,/3+2x d_)thE x=25 = t=8| 1 Y 2
dx=£
2

8 2 1 278
:lj 213 -7t 3 dtzl éﬁ—gﬂ :%—21—(§—gj:2,85
21 215 2 1 5 5 4

Parciélisan integralunk:

f@=lnx, gx=x"
-3

o=, gw=1
X -3

1

1 1 1 4

1
3 9 9 96 9

J.sinfdxz —6cos£ =—6cos£+6cos L
J 6 6], 6 6

:—6cos£+6cos£:0
6 6

T

2 5 3
(sinx)3 cosxdx:{ (sinx)3] zo_g:__

| W

© N

[N

4sin x —5sinx

4 4
dx:—g olx:—g[ln|2+5003x|]02 =

2+5cosx 2+5cosx

S [N N — Y
B oct—m—muy

= —i(ln2—1n7) =—lnZ
5 5 2

Parcialisan integralunk:

T

3
[6xcos3xdr =[2xsin3x]

2sin3xdx = 2—”sin;z ~ZsinZ |+
3 32

z
3
z
6

NN — |y

6

141



ANALIZIS PELDATAR

[N

T 2 2 T T 2
=——+| —COST——COS— |=————
3 3 3 2

33

| ——
[\

o

Qo

W | »n
W

=
L 1
3 w

2 0 2 510 )12
211, a) I|x|dx=f—xdx+_[xdx={—x—} {%} =(0+8)+(2-0)=10
-4 0 -4

—4 0

8 8 58
b) j [ —10]dlx =j(10—x)dx {mx—%} -80-32=48
0 0 0

c) j. ‘xz —Zx‘dx zj.(xz —2x)dx+j‘(2x—x2)dx =
he! e 0

s T T 1
I =(—+1)+[1——]=2
3 B 3, \3 3

o [-2

X X X

(2In2-2+1)+(3-2In3-2+2In2)=4In2-21n3

2 0 2
212. a) jf(x)dx: j(—x2 —4x)dx+j(2x “1)dx =
-1 —1 0

3 0 X 2
B EE SN B I A =(—l+2j+(i—2—LJ
3 . In2 o 3 In2 In2

b) jf(x)dx_j dx+I(3x+1)dx+jizd {—%}1{3%”

X x“ 1,

J{_ﬂ:(_H%}@H—%HJ (“1+4)=4.25
o) J’f(x)dx j\/de+J'(1+ jdx{——( x=1)? L

+[x+1n|x+2|]_1 :g+(2+ln4+1)=?1+1n4

213. a) Ha 1<x<e:

G(x) :]mzdt =[rne] ~[1dr=xinx{¢] =xlnx—x+1
1
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8. Hatarozott integral

Ha x>e: G(x)=j1ntdt+j0dt=[t1nt—t]]e=1

Osszefoglalva:
xInx—x+1, ha 1<x<e
G(x) =

1 , ha x>e
b) Ha —1<x<0: G(x):jc.Odt:
Ha 0<x<1:
G(x) = IOdt+j( jdt—{inrLT:l(szrx)
44| 4

1

Ha 1<x<3: G(x)=j0dz+j (%t+%jdt+]2_’ln2dt=
1

{_+_} ] .

Osszefoglalva:
0

, ha —1<x<0
G(x)= %(x2+x), ha 0<x<1

1-27 , ha 1<x<3

8.2 Improprius integral

,4 b
214. a) jidx_hm S =lim| *— | =lim| —— +L]=0+L=1
boseos bow| — 4 | b —4p* 4 4 4
t 3 27 3373
3 1 .3 —1i 232 _ 2 —
b) J.\/_dx—gl_r)g dx_gg{zx} gﬁ[z b 2)
1

1 1 2 ! 2 2 2 2
c) Iezxdleim e dx = lim{ez} zlim(e——e J:e——O:%

a—>—00 a—>—x0 a—>—0
—00 a

-1

-1
d) j 2 x= lim [3 In[18x + 3@ = lim (lln15 —11n|18a + 3|] =
J18x+3 7 e[ 18 a>=e\ 9 9

=lln15—oo=—oo
9

143



ANALIZIS PELDATAR

0 0 3 _
€) I dx _I(Z—Zx) 2dx = lim -2 1) _
T2 -2x) % asrl 1 -2

2 a
= llm( ! J L_O_L
a—>—o \/_ /2 \/E \/E
® -x b —x b
f) j ¢ dx=lim I_e dx |=lim {lnl+L} =
1+e™ b 01+e hsoo o~ .

= lim{— 1n[1+ibj+1nz} =—In(1+0)+In2=1n2
e

b—0

o e—Sx b b e—Sx b e—5x b
g) jxe‘sxdx =limq | x + I dxp=lim{ ——+| —| }=
bool | =5 5 bon| —5e% | =25
0 0 0 0
_b

% 2 1 2 1[3=7
h) jx-3l'x dx = lim ——j—zx-s‘-x dx | = lim| — — -
1 == Y | 2| W3
|

. 3 1 1
=lim| ——- + =0+ =
bool 2 In3 2In3 2In3 2In3

b 3 1%
: 1 1 - - 2
) dx =lim|—(Inx) 2dx =lim| -2(lnx) 2| = lim(— + 2} =
»!‘x /1n3 X b—)oo'!:x b—>oo|: . b—o ,hlb
=0+2=2

© b 1 b

. COS X . . - . -

j*) | ———=dx=lim| (cosx)(sinx +2) 2dx =lim2/sinx+2| =
-([ «’Sll’l X+ 2 b—)oo-([ b*)eO[ ]0

= %im(2\/sin b+2 —24/2) = divergens

o X b x X b
215. a) Ie 2dx = lim |e 2dx = lim l:—Ze 2} =
a——o a——o0)

—© b—w a b—w a

b a b a
lim(—Ze 242 2J=Iim(—2e 2}+ lim £2e 2J:O+oo:oo
g:e—ooo b—>0 a—>—wn
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8. Hatarozott integral

b) Ixe"‘ dx = lim {—%J‘—er_x dx}z lim (—%[e’x ] J:

—0 b—xo b—

= lim —le—bz +le—“2 =0+0=0
a—>—x 2 2
b—0

(Az eredmény nem meglepd, hiszen az integrandus paratlan fliggvény;
ilyenkor a ]—oo ; oo[ intervallumban vett improprius integral
konvergencia esetén csak 0 lehet.)

0 1 4 1 © 4
0) Lf(x)dxzLde+!2&dx+£de=[\/;]l —2-1=1
® 1 o . ‘ 3+ b b3—x+l
d) _j;f(x)dX=J;Ode+!x-3 ‘dx=ggH—x e l +! 5 dx}z

b1 [ 3]
= lim| ————+—+| - =
o< 3.3 I3 | In*3 ],

) b 1 37t 1 1 1 In3+1
=lml -————+—-——+—— |=0+ — -0+ ——=—
b»ol  3°7.In3 In3 In°3 In"3 In3 In“3 In“3

e) Tf(x)dx = J}%dx +j.4(x —1) dx +]32_x dx =
 2x 3

—x b
~Jim| - 1| +[(x 1) ] T lim| -2 | =
o 2x ) 2758 T2

—b
:1im£1+2ij+(1 16)+11m{—2_ ! J AP
a

a—>—m b>o| In2 4In2 2 41n2

o) 3 © ) b
A . X . 1 1
216. a X)dx= |0dx+|—dx=lm4| — | =lim4| ———+—|=
) Lf() Jw !f [—21 [ 2b? 18)

b—xw

=4 0+i =LA:1 = A=18
18 18

0

dx +|0dx = hrnAlil—ln(1+7 )}
0

b) Tf(x)dxz ii;

Chim A P2 ey a2 g2y o 42T
a»— | In7 In7 In7 In7 In2
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2 3x-6 2 37
c) ff(x)dx_j e 6dx+Aj “dx = 1im[63 } +Alim{i—3} =

a—>—w0 b—w

—0 2
0 3a—6
TS (AR R RS T L SR I SO S S B P
a>-n| 3 3 oo\ 33 24 3 24
1 4 1

275 a) [Ldi= lim [xds— tim | |~ tim (—1+L4j=oo

X .9—>0+0‘g e—>0+0| — 4 ) e—>0+0\ 4 4¢

£—>0+0 £—0+0

6
b) j 2 Jdx=lim i3]} = tim @3- 21nfe]) =
3

= 21n3—(—oo) =00
= lim i 3dx— lim 3-3/x
5 \/_ a—>0+0_-[7 .9—>0+0|: ]

11m(3\/_ 3-3/-27)=0+9=9

£—0+0

1 —l 17 1 | 1

e — . -1 -
d) | =lim|e —e ? |=——0=—
0 x £—0+0 £—0+0 e e

1
e) jldxj dx+ dx—hm (x2de s tim [ x2dx =

2 £-0+0 9 550404

X

17 17 1 1
= lim [——} + lim [——} = lim (——1j+ lim [—1+—)=
£—0+0 X |, 000 x5 eo0+0(g 5—0+0 o

=004 00 divergens
3

f)
-
1 1-¢ 3 .
- lim [3@2 —1)3} +§Er0r10{3(x2 —1);} — lim [3-(52 _2g) i+ 3J+

£—0+40 £0+40
0 1+8

dx J-2x (x* =1) 3dx+J-2x (x* =1) 3dx-

0—0+0

1
+ lim {6—3(26+52)3:|:3+6:9
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8. Hatarozott integral

8.3 Teruletszamitas

3 3 3
218. a) Ixzdxz{x—} =9
0

2 . 0 \ 2 \ A 0 o 2
b) :Ux ‘dx::[—x dx+'([x dxz{—j}z -{TL =8

1 ,
¢) f(x)<0 = Tz.[—(x—ex)dxz{ex—%} :e—l
| -

e

d) Tekintsiik az M 98. abrat!

y
110
\ -3
_7 3 X
-8
M 98. abra

1 2 3 2
T:j EE dx+j X e av=302
2 272 2 3

(x+1) (x +1)-|—2x _
J.x+1d_".l x*+1 I[ x+1j_

-1

=[x+ In(x? +1)]171 =2
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f) Abrazoljuk az f fiiggvényt! (M 99. abra)

y

14

10 x

M 99. dbra

10 1 10
T = |1gx|dx= —lgxdx+ |lgxdx=
s s
10 10
Parcialis integralassal kapjuk:
1 10
X X 1 1 1
=|———xlgx| +|xlgx- = - -—— |+
In10 il In10 |, In10 10In10 10

10

+| 10— 10 + ! =— 81 +9,9
In10  In10 10In10

g) J‘(2V—l)dx+j—dx—{12x —lerlim[—l} ZL

n2 boo x|, In2

1

a 1 3
f 1 1)2 . 2 1)2
h) J. 1+— dx+all>r1})o J.—x—z(l-f—;j dx —allg(l)o —5(14——) =
3
= lim O+g(1+1)2 =g
a——n 3 a 3

1) Felhasznaljuk, hogy f paros fiiggvény, mert f(—x)= % = ‘lx = f(x),

e ‘ e
xeR.

T:Z.T—dx 211m[— ] —211m( e’ +1)=2
0

b—x
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8. Hatarozott integral

a

3 x
i*) 4] cosxdx=4sinx]’ =4
0

219. a) Metszéspontok: (x—2)>=2x+4 = x,=0 és x,=6
6 6 3 6
sz[(2x+4)—(x—2)2]dx=I(—x2+6x)dx=[—x—+3x2} =36
0 0 3 0
xz x2
b) Metszéspontok: ——x+2=——+2x+2 = x, =0 é x,=4
4 2

4 2 e 4 3x2
T=j ——+2x4+2 || ——x+2 dx=J ——+3x |dx =
0 2 4 0 4
3 27
_|ox 3 g
4 2 0

¢) Tekintsiikk az M 100. &brat!

—_

/1 ‘i X

M 100. abra

Metszéspont: Vl-x=x+1 = x=0
O 1 x’ ’ 2 al 7
Tz.[(x-i-l)dx—i-.[\/l—xdx: —+x| | -=(1-x)?| ==
' 0 2 3 6
— -1 0
d) Metszéspontok: i=—x+4 = x;=1 ¢és x,=3
X

3 2 3
T:I [—x+4—zjdx={—x—+4x—3ln|x|} =4-3In3
1 X 2

1
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e) Tekintsikk az M 101. &brat!

y

~\

3

M 101. abra

3 1 373 37!
T=j«/9—3xdx—J.3«/1—xdx={—§(9—3x)2] —{—2(1—)02} =4
0 0

0

0

H f=¥x  fE)=x’
1 4 1

_ 3.3 _ i 3_X | =

T—2_([(\/; ) dx 2{4;& 4}0 1

g) Tekintsiik az M 102. abrat!

M 102. abra
Metszéspontok:
1./ %x+3=x2, azaz 2x° —x—6=0. Innen xlz—% és x, =2.
2./ %x+3=%x2, azaz x° —x—6=0. Innen x, =-2 és x,=3.

150



8. Hatarozott integral

3
2
2 373 2 372
S [ W S I S VS ) (R S B O
4 6 . 4 303 16 3
220. Tekintsiik az M 103. abrat!
y
>
1 X
M 103. abra

3 3 ] 4

1
T=[3"=3")dvo > -
l( Y Ln3 “In3 |~ 3In3

221. Tekintsiik az M 104. abrat!
y

2,,

M 104. abra

A P(4;2) ponton dtmend érintd egyenlete: y = %x +1.
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3

4 2 3 4
_ (1 X 2512
T_-(';(ZXJFI \/;)dx{?+x 3x :lo—

222. A PF,(1;3) ponthoz tartozo érint6 egyenlete: y=-2x+5.
A kérdéses teriiletet az M 105. dbra mutatja.

y
™
3<k
/-2 1 2\ X
M 105. abra
3'3 ‘ 9 x? ’ 7
T=2——J.(—x2+4)dx:—— ——+4x| =—
2 1 4 3 | 12

223. A PO(2 ; 3) ponthoz tartozd érintd egyenlete: y =3x—-3.
A kérdéses tertiletet az M 106. dbra mutatja.

y
34
4 > X
-3
M 106. abra

152



8. Hatarozott integral

2 2

[ (7 —x+1)=(Bx=3) Jdr = [ (" —4x+4)dx =] (x—2) dx =

Je-27 8
3 3

0

T =

O ey 1O

224, f(x)=(x-1)" -4
Tekintsiik az M 107. abrat!

M 107. abra

A szimmetria miatt elegendd az egyik érint6 egyenletét felirni. A (3 ; 0)
ponthoz tartozo érint6 egyenlete: y =4x—12.

T=2J3- [ (¢ —2x-3)-(4x-12)] dx=2j(x2—6x+9)dx=2i (x=3)%dx =

- 2[_()6_3)3}3 _le6
3 3

1

—lnxdx+Ilnxdx = —[xlnx—x]l1 +[xlnx—x]f =

1 e

225. a) sz |/ (x)|dx =

Q| — — —
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b) 1. megoldas: Tekintsiik az M 108. abrat!

y
A D
In5 y=Inx
In2 B 5 c
/1 2 5 X

M 108. abra

A keresett teriilet az ABCD téglalap és a CDE gorbevonalt haromszog
terliletének a kiilonbsége.

5
T =(1n5—1n2)5—“lnxdx—3ln2} =
2

= (In5-1n2)5—([xInx—x]} ~3In2) =3

II. megoldas: Az inverz fiiggvény segitségével szamitjuk ki a tertiletet.
In5
In5

T= Ieydyz[ey]lnz =™ e =5-2=3

In2

226. f'(x)=e3, xeR
3

3 x x
T:J.e3dx:{3e3} =3(e—1)
0

0

227. Tekintsik az M 109. abrat!

y
2T y=H °
11
-2 -1 0 ’7 %
1 2 3 X
I S
M 109. abra
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8. Hatarozott integral

A konstans szakaszokbdl all6 integrandus abrajardl leolvashatd, hogy
2,5

I [x ]dx =-1,

-2

ugyanis szakaszonként integralva, ha f(x) >0, akkor az integral értéke a
fliggvénygorbe alatti teriilettel, ha f(x) <0, akkor pedig a fliggvénygdrbe
feletti teriilet —1-szeresével egyenld.

228.* Tekintsiik az M 110. abrat!

—-a

N
PN

M 110. abra

Az ellipszis egyenletébdl kifejezziik y-t:

x2
yzib l—a—z

A szimmetria miatt elegend6 az

f(x)=b1f1—é xe[—a ; a]
a

fliggvény alatti teriiletet kiszamitani a [0 ; a] intervallumban, mert az
ellipszis teriilete ennek 4-szerese.

X .
— =S8Iint
a

K x2 X =asint x=0 = =0
T=4jb 1-dv = =

0 a dx 3

2

—=acost x=a = =
dt

dx =acostdt

T T T

2 2 2
= 4b_[\/1 —sin?tacostdt =4abJ‘cos2 tdt = 4abjwdt =4ab£ =abr
0 0 0 2 4
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229. a)

b)

d)

£*)

156

8.4 Vegyes feladatok

. 3 >0, ha x>1
Mivel x -1 , ezért
<0, ha x<1

2 4

x3—1dle(l—x3)dx+2(x3—l)dx= )c—ﬁ | I 2 =475
’ 41, L4

1
2

J.e " +1 __J.

1n(e3x +1) ] %[m(eé +1)—In(e’ + 1)] =

=—lne +1
3 e+l
t=x+2
Xx=1-2

.I[Zx—ldxz Zf 1 =j2t_4_1dt=i2t_5dt=
VxE2 a—ar | 1V L

x=—1=t¢t=1

x=1=1t=3

:J'(th—St_z]dtzligtz—IOt } :—(J_) —10/3 - (__10J

2 32 ER Bk
Ixz(x3+1) 2dx=—j3x2(x3+1) 2dv=— —2(x*+1) 2| =
3 3

0 0 0
2,2 4

9 3 9
Parciélisan integralunk:
9 9

j%wn\/}dx: [2\/;ln\/;]l—.|‘%dx:6ln3—[2\/;] 19=

=6In3-6+2=6In3-4

=

Lz-cosldxz[—sinl}” =—sin£+sin7z =—1+0=-1
X by X |1 2

N | me—y o



8. Hatarozott integral

-3 -3 3
230. a) IL: lim [(2x+5)2dx = lim|———| =
JQ2x+5)7 o= a>-s|  2(2x+5) |,

ERRTSO I S S PR R S
e 2 22a+5)| 2 2

X b b X X b
b) .[xxl Tdx = lim {—3xe_3:| +.[3e 3dx =£1_I)£10 _—3bb+{—9e 3] =
0

b—x
o O el

b b
=lim —3——9e3+9 =0-0+9=9

b—xo

e3

o [aee il af- e |- o)

= tim [-2¢7 +2¢7% )= tim(-2e77 )+ tim (e |= 042 =2

£—0+0 b—x £—0+0
b—w
0 0 b
y -4 . y . -4
If(x)dx- J. xdx+.[ “dx= lim |e™ dx+lim|e " dx =
a——o b—0
—00 —00 a e

Ax 0 —Ax b Aa —Ab
. e . e . 1 e . e 1
= lim + lim| — = lim| —- + lim| — +— =
| b—o A 0 a—>-o| A A b—w0 A A

a

= l—O + O+i =£=1 = A=2
A A) A

232. Készitslink abrat! (M 111. abra)

M 111. abra
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4

¢ 2 23
T=2[«/4—xdx=2[—§(4—x)2] ==
0 0

233. A hiperbola 1’0[3 ; %J pontjdhoz hiizott érint6 egyenlete: y = %x +% .
Az érintd és az x > +/x fliggvény grafikonjanak metszéspontjai:

\/;:%H% = x=12¢ x,=9

|
|
|
|
|
|
|
| |
! !
1 1
: 5

M 112. abra

° 13 2 2 3| 4
T:!(5‘1x‘z)d’c:[§<®3‘?ﬂ -3

1

8.5 Ellen6rzo kérdések és feladatok

1. a) Hamis. Ellenpélda: TK. 8.3. példa.
b) Igaz, ugyanis minden differencialhat6 fiiggvény folytonos, a folytonos
fiiggvények pedig integralhatok a TK. 8.2. tétel értelmében.
c) Igaza TK. 8.3. tétel b) része szerint.
d) Hamis (vagyis a 8.3. tétel b) része nem megfordithato). Ellenpélda:

legyen
1, ha x racionalis .
S ()= o xelos1] és
2, ha x irracionalis
0, ha x racionalis
g(x)= o xelos1].
—1, ha x irracionalis

Ekkor (f+g)(x)=1, ha xe[0;1].
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8. Hatarozott integral

f+g integralhato, de f és g nem integralhat6 a [O ; 1]
intervallumon.
e) Igaz Ez kévetkezik ag8.3. tételb61 ugyanis

j(f g) j[f+< De] jf+( l)jg jf jg.

) Hamls Ellenpelda TK. 8. 9 példa a) része.
g¢) Hamis. Ellenpélda: TK. 8.9. példa b) része.

Az also, illetve felso integralkdzelitd 0sszeg definicidja alapjan a C valasz a
helyes.

A C valasz a helyes, mert

feroerytae=| - 4= (e
0 S 0 S

A B vilasz a helyes, mert

tlx-6, t( x-6 fx—6 Cx-4-2 tx-4-2

!. x_4dx=!( 4 de+£x 2 x=—J- . dx+_! - dx =

=—j’-(1— 2 )dx+'7[(l— 2 jdx——[x 2ln|x 4|] [x—21n|x—4|]7:
s x—4 < x—4 6

=4In2-2In3.

Az A vélasz a helyes, mert

1 1 7
J-(9—8x)2dx={— 9_8’6} ~1.
4
-2 -2
A B valasz a helyes, mert
t=49-8x x=0
*=9-8x U
2
L 9
1 X 8 8 (3 3 t
| =l -[8 8(——}#:
o V9 —8x —=—— x=1] 3 ! 4
dt 4
U
t
dx=——dt t=1
4
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3 3 3
=i.[(9—t2)alt=i o | L. 2B_T
324 27 3]

7. A B valasz a helyes, ugyanis
T (o F (3.5 11 11
:[Of(x)dx = :[Ode +!A(x7 + x—éjdx = A11m|:— 3 —5:| = Ahm(— b_3 - b_5 + 2) =

b—xo X X 1

8. A B valasz a helyes, mert
f(x)<0 az [1 ; e] intervallumban, igy

T = j[—(lnx—l)]dx = [x—xlnx+x]f =e-2.
(Az lx — Inx filiggvényt parcidlisan integraltuk.)
9. Az A valasz a helyes.
A F,(12;3) ponthoz tartozo érintd egyenlete: y = %x +1.
Tekintsiik az M 113. abrat!

y

3+

M 113. abra

12

12 2
T:I lx—i—l dx—J‘\/x—3dx= x—+x
0 6 2 12

12 2 12
_[E(my} 6.
3

0
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9. Tébbvaltozos fiiggvények

9. Tobbvaltozés fiiggvények

9.1 Kétvaltozés figgvények. Szintvonalak

234. A megadott kétvaltozods fliggvények természetes értelmezési tartomanya

mindig R?-nek valamely részhalmaza. Az egyes értelmezési tartoméanyokat
meghatarozo feltételeket alabb felsoroljuk, a megfeleld tartomanyokat pedig
az M 114. abrak mutatjak.

a)
b)
d)
e)
f)
g)
h)

és c) Df=R2

x>0, yeR

x,yeR & y#3-2x

x>3 és y<4 vagy x<3 és y>4
x>0 ¢é y>0 wvagy x<0 é y<0
xeR, yeR é y<—x

x,yeR é x> +y°>2°

x,yeR é x> +y*>1, x*+y* <4’

x,yeR és 2kr<x*+y* <Qk+)z, kelZ
y y

. i
s {
< \\ D

d) €)
y
\\\ 14
—
g)
M114. abra
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y

ah

N

h)

)

M114. abra folytatas

235. A szintvonalakat az M 115., a feliileteket pedig az M 116. abrak

szemléltetik.

31)

c=2

162

V4
6\
3
c=0
c=6 3
é\ X a=1

M115. abra

6)

i)

b=0




9. Tébbvaltozos fiiggvények

M115. abra folytatas
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|

i
\

il
|

<

w

|

7% m&;‘:"

’[//7”/‘7""%%"'0‘:‘ Ay
ALV L

i

| VWY \\
(R

M 116. abra

236. a) f(x)=f(x;0)=2x",
b) fi(x)=f(x;)=In(x*+1),

o) fi(x)=f(x;-3)=-3"",

d*) fi(x) = f(x;3)=3e"",

164

L =f(1;y)=2+3y" -10y
£()=f(0;y)=Iny’

L) =f(0; ) =——
y+2

fz(y)=f(%;y)=2y—3



9. Tébbvaltozos fiiggvények

2
237, f,(») = 2y ,
y°+1
' 2-2 : ’
fz()’):(yz%)z, fr(y)=0, ha y=+=I1.
y 4y° —12 )
2(J’)=ﬁ, 7(»)=0, ha y=0 vagy y:i\/g.
y<-—1 y=-1 -l<y<l y=1 y>1
' — 0 + 0 _
' 1. min. 1. max.
s N | aen=-1| 7 |sm-1] N
M 49. tablazat
y<—\/§ y=—\/§ -J3<y<0|y=0 0<y<\/§ y=\/§ y>\/§
Ll - 0 + 0 - 0 +
) pont pont pont —

238.

239.

M 50. tablazat

a) fi(x)=2x-4, =2, flA=2=m,.
L=8-)y1  fip)=-2y, fiQ)=-4=m,.

b) fiM=e™,  fil)=e (4x),  f(-D=4e” =m,.
L= )= 00, f[(0)=0=m,.

a) fi(x)=16-4x*-6x>, fl(x)=-16x"-12x, f(1)=-28=m,,
fiH) =6, igya F,(1;6) ponthoz tartozd6 m,; meredekségli érintd
egyenlete: z=-28x+34, y=-2.

L(0)=443y+2)y°, f;0)=3+4y,  [f3(-2)=-5=m,,
f,(=2)=6, igya P,(-2;6) ponthoz tartozd6 m, meredekségii
érint0 egyenlete: z=-5y—-4, x=1.

b) Az a) ponthoz hasonléan adodik:

2Inx 2 2
=—, ==x-=, y=2.
Si(x) 2 z 3x 3 y
fL(»)=0, z=0, x=1.

165



ANALIZIS PELDATAR

240.

241.

166

9.2 Parcidalis derivaltak

a) fi(x;y)=10x+8xy?, fi(x;y)=6y+8x’y
2
—(x +3) 3 4y°
—(4y° )
b —
) filxs )= ST Sl y)=3x* (2y 3

4 Vx 1 3 4 +
) filx;y)=e"'—=1y'(2+y)", yeR, xeR",
2Jx

flcs =l B2yt + 042+ )
l
3
9x%y 30+ y

(3x3y+§/?)1n2 (3x y+w/ )mz

, 5y4(3x+4yx3)—(4y+5xy4)(3+12yx2)
(Bx+4yx7)
(4+20xp°)Bx+4yx’>) — (4y +5xp* ) 4x°

(Bx+ 4)/)63)2

d filx;y)=

(x5 )=

fi(xsp)=

D fln=Sre =, sy =F-+e | -—=
Xy y x°y

g¥) fl(x;y)=10""" -(1n10)(—sinx)-sin(5-4\/;—6xy2)+

3
+10C°S"-[cos(5-4\/;—6xy2)][%x 4_6y2j’ x>0, 0#xyeR,

fl(xs ) =10 -[cos(s-i/} —6xy2)] (—12xy)

Az adott fiiggvények 3 valtozdosak. Valamelyik valtozo szerinti parcialis
derivalt eldallitasakor a masik két valtozot allandonak tekintjiik.

a) fllx;ys;z)=e'lnz, fi(x;y;z)=xe’Inz, flxsysz)="

2

, 2x
b) fl(xiy;2)= yzs, iy =3 2
, 5xyz
X;y,:z
filxsys52)= (2 e
O fixiyiD=yra a2
2x+3y+4z’



9. Tébbvaltozos fiiggvények

'"x;v;2)=x" -(Inx)z+—-v-——,
Jybeiy i) A N S

'(x;y;z2)=x"(nx)y+ ————
f(x5y52) (Inx)y x i3y ds
z+2 ‘ 1
(x+DInl0 z+2°

d) fl(x;y;2)=2-277 (In2)(~6x) +
[0 y52) =227 (In2)(-3x%),

z+2 (x+1)

‘(x:y;z)=2"" 4 : —
Sz (x+)Inl0 (z+2)

242, a) fl(x;y)=21x°-10x"y+5y%; fla;2)=21

filesy) =227 +10p =675 fi(152)=-174
1
b) fx'(x;y)=5(\/;+x2y)4 —+2xy|, x>0, yeR, fx'(l;O)zg
24/x 2
£ ) =5Gx +x7p) 5 f1150)=5
4
c*) fx'(x;y)=8x3-cos£—2isin£; fi(z;1)=-87"
y y y
’ 2X5 R ,
Sy(x5y)=—5sin—; Si(x; D=0
y y
243. a) fl(x;y)=-6)"+12x, f(x;y)=2x-18x"y,
fhGesy)=fr(x;y)=2y-18x
3 3

b G =r e =26 ey,
fo (x5 »)=fl(x;p) =—xy(x2 +y2)_%

o) fh(x;») =57 (In>5)2x°)> +57 (In5)2)°,

S (x5 9) =57 (In5)?9x*y* 45 (In5)6x7y

Sh0esp) = fh(x; p) =57 (In5)26x°y° +5 (In5)6xy°
d) Térjiink at e alapu logaritmusra!

lo x_hl_x
&y Iny
" 1 -1
fxx(ny):_‘—z,
Iny x

167



ANALIZIS PELDATAR

fo (i) = (111)6){2(1ny)‘3 yiz +(Iny)~ yiz} ,

" . " . 1 —1 1
fxy('x ) y):fyx(x ) y):;'Ty'—

244.  fl(x;y) és f (x;y) az aldbbi kifejezéssel egyenld:
a) 90xy” +4

xx—z 3 2 XLB 2
b) e +y (—X—J(l+3LJ+e i (—&J
y’ ¥ y’

d) —3[28)° +3y2) Ga+ )7 + (4" + ) (=) Br+ )7

N

245. a) f] (x;y)=12xp, £ (x5 y)=—48y +360x
2 2
b "m x; — , " x; —
) S (X5Y) = S (x5 2) o

Q) fI(x;y;z)=2x3y4le

Xyz

fm (x;y;z):(4x2+2)ex2+y3+z4 ‘(423)

XXz

5 Cqy . _ . 2 3
d*) J(x(xx)xy ('x N Z) = _96y Sln(2x + 3y +4z ) ,
FW(x;y:2)=9622 cos(2x+3y +4z%)

9.3 Kétvaltozos figgvények szélséértéke

246. a) Nyeregpont: (2 ; 2); lokalis maximumhely: (0 ; 0).
b) Nyeregpont: (0 ; 0); lokalis minimumhely: (-4 ; 2).
¢) Nyeregpont: (0 ; 0); lokalis minimumhely: (72 ; 24).
d) Nyeregpont: (0 ; 0); lokalis maximumhely: (-2 ; —6).
e) Lokalis minimumhely: (1 ; 3).
f) Lokalis minimumhely: (-2 ; —1).
g) Lokalis minimumhely: (3 ; 2).
h) Nyeregpont: (0 ; 0); lokalis maximumhelyek: (1 ; 1) és (-1 ; —1).
i) Nyeregpontok: (0 ; —\/g) és (0 ; x/g);
lokalis minimumbhely: (2 ;3), lokalis maximumhely: (-2 ; —3).
j*) A staciondrius pontokat a
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9. Tébbvaltozos fiiggvények

2(x—y+1)=0
-2(x—-y+1)=0

egyenletrendszer megoldasai adjak. Mivel az egyik egyenlet a masiknak
konstansszorosa, ezért mindkét egyenletet ugyanannak az y = x+1

egyenletii egyenesnek a pontjai elégitik ki. Tehat a stacionarius pontok az
y=x+1 egyenes pontjai.
A masodrendii parcialis derivaltak most allandok:
foGxsn=2, frx:»=2, fiLx;y)=-2,
és D(x ; y)=2-2—(-2)> =0 minden stacionarius pontban, vagyis
tovabbi vizsgalatra van sziikség.
Konnyen belathato, hogy az y = x+1 egyenes minden pontja
minimumbhelye a fiiggvénynek, ugyanis f(x ; y)=(x—y+1)* >0 ésa
fliggvény csak az y =x+1 egyenes pontjaiban vesz fel 0 értéket.

k) Nyeregpontok: (-1;1) ¢és (1;1).

1) Lokalis minimumhelyek: (1 ;1) ¢és (-1 ;1).

m) fl(x;y)=e’#0 = nincsenek lokalis széls6értékhelyek és
nyeregpontok.

n) fi(x; y)=2xe’, fi(x;y)=e (+x*+y)

2xe” =0
e’ (1+x* +y)= 0}
egyenletrendszer egyetlen megoldéasa: az S(0 ; —1) stacionarius pont.
fax s y)=2e",  fi(x;y)=e’Q+x"+y),  fo(x; y)=2xe

DO —)=f10: =1 10 s ~h=[f20: -n] =

2l =—2>o = az S(0; —1) lokalis szélséértékhely.
e e e

fr; -l= 2 >0 = az S(0; —1) pontlokalis minimumhely.
e

247. a) A F, pontban nincs lokalis sz¢éls6érték; F, nyeregpont.
b) A F, pontban lokalis minimuma van a fliggvénynek.

c) A P, pontnem lokalis szélséértékhely, ugyanis : f/(3 ; —1)= —% =0.

d*) A B, pontban nincs lokalis szélséérték, F, nyeregpont.
248. Jeldlje a téglatest ¢leinek hosszat: x, y és 15—(x+y).
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249.

250.

251.

170

fgy a térfogat: V =xy [15 —(x+y) ]

Feladatunka V(x ; y)=xy(15-x-y), O0<x, y<I15

kétvaltozds fliggvény abszolut maximumhelyének megkeresése.

E fiiggvény az x=5 és y =5 ¢értékek esetén veszi fel a maximalis értékét.
Ekkor a téglatest mindharom éle 5 egység hosszusagu.

Jelolje a tagokat: x, y és 12—(x+y).

Ekkor az

fx ;) =x"+y"+(12-x-y)*, 0<x, y<12
fliggvény abszolut minimumbhelyét kell meghatarozni.
A megoldas: x =y =4; ekkor a harmadik tag is 4.

Feltételezziik, hogy akkor kell a legkevesebb anyagot felhasznalni, ha a
medence felszine a lehet6 legkisebb. Jeldlje a medence alaplapjanak
oldalhosszusagait x és y, a medence mélységét pedig z.

4
A medence (téglatest) térfogata: 4 =xyz. Innen: z=—.
Xy
fgy a felszin:  F = xy+2xi+2yi = xy+§+§.
Xy Xy y X

Feladatunk az F(x ; y)=xy+§+§, O<x, yeR
y X

kétvaltozos fliggvény abszolut minimumhelyének megkeresése. E fliggvény a
minimumat az x =y =2 helyen veszi fel. Tehat a medence méretei:

x=y=2m ¢és z=Im.

A C koltségfiiggvény abszolut minimumhelyét keressiik.
Ci(x;y)=2x-3y-10, C(x;y)=-3x+10y-18.

2x-3y—-10=0
-3x+10y—-18=0

egyenletrendszer megoldasa: S(14; 6).
Cr(x;»)=2, Cp(x;y=10, Cp(x;y)=-3

D(14;6)=2-10—(-3)>=11>0 = S lokalis szélséértékhely.
C’'(14;6)=2>0 = az S(14;6) pontlokalis minimumhely; ez egyben
az abszolit minimumbhely is. Tehat a koltség akkor minimalis, ha az elsd

termékbdl 14 tonnat, a masodikbol pedig 6 tonnat allitanak elé. Ekkor a
minimalis koltség: C(14; 6) =26 (millio Ft).



9. Tébbvaltozos fiiggvények

252. A profitfiiggvény abszolut maximumhelyét keressiik, figyelembe véve, hogy

253.

254.

255.

256.

x és y csak nemnegativ értékeket vehet fel.
El6szor a lokalis maximumhelyet (vagy helyeket) hatarozzuk meg. Mivel
Pl(x;y)=12-2x é Pl(x;y)=8-2y,

ezért a
12-2x=0
8-2y=0

egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja a stacionarius pontot: S(6; 4).
A masodrendii parcialis derivaltak:

Pl(x;»)=-2, Pl(x;y)=-2, Pl(x;y)=0.
D(6;4)=(-2)(-2)-0>=4>0 = Az S pont lokalis szélséértékhely,
smivel P/ (6;4)=-2<0 = az S pont lokalis maximumbhely.

Belathato, hogy ez egyben az abszolut maximumhely is.

Tehat a vallalatnak akkor lesz maximalis a profitja, ha kutatasra 6 millio
forintot, reklamozasra pedig 4 milli6 forintot kdlt évente.

Ekkor a maximalis profit nagysaga: 42 milli6 forint. (P(6 ;)= 42).

s=100 ¢és ¢ =300.

Az f fiiggvénynek a P(1;2) pontban abszolit minimuma van. A

minimum értéke, azaz a legmélyebb pont tengerszint feletti magassaga:
f(1;2)=0. Tehat ez a térkép a meteorit krater térképe.

9.4* Feltételes szélsoérték
a) Maximum érték: f(1 ; 1) =1; minimum nincs.

b) Minimum érték: f (% ; %j = %; maximum nincs.

¢) Minimumérték: f(-1;-1)= f(1; 1) =2; maximum nincs.

a) Fx;y; A)=xy+A(x+y-2)
Fl(x;y;)=y+2
Fi(x;y;)=x+4

Az  y+1=0
x+4A=0
x+y-2=0
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b)

¢)
d)

e)
f)

g)
h)
)
J)
k)
)

257. a)

172

b)

egyenletrendszer megoldasa: x=1, y=1, A=-1.

Tehat egy lehetséges szélsoérték pont van: P(1;1;1).

AL.11
222

)

F(;1;2) é P(-1;-1;2)
P(2;2;8)
P1;-1;-1

1

PO;0;1)
P(1;2;5)
P(-1;1;-3)
R(2;5;-39)
P(-6;5;-15)
B(-1;-1;-2)

|x|£1 és |y|£1

fl(x):f(

i) =~

L =r

[

1-x

o | =

X

>y

és
és
és

és

b

(I;-155)

1

és P|—-4;-4;——
2 2

1’1[4;4;—

P, (-2;-5:45)
P(6;-5;11)

b

(1;1;2)

9.5 Vegyes feladatok

2

)

B

x;%)z 1-x2 Jr,/l—%:\/l—x2 +

M. 117. abra




9. Tébbvaltozos fiiggvények

N Y ()1
f0)=—r==. f2[4j =
R (1.1 _ 1

) = 1—x> fx[2’4] V3
! N = — y 'll :__1
13 ) 1-y° ’ fy[2,4j Jis

258. A szintvonalakat az M 118. abra, a feliiletet pedig az M 119. abra

O 7

=
™~
\\\b\m"‘

M. 119. abra
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250. £()=2"", fi(®)=2""(2)1+2x),  f(x)=0, ha x= _%.

260.

261.

262.

263.

174

X<——= X=——= xX>——=

£ - 0 +

£ \\ lok. :;si I;llbsz. /

M 51. tablazat

f; -nek sem lokalis, sem abszolut maximuma nincs, mert lim f;(x) =o0.
+oo

() =2 fl(y»)=2*"""(n2)-2>0 = f, szigordan monoton
novekedd R-en = se minimuma, S¢ maximuma nincs.

2

fx'(x;y)=37"y4+§/x73~(1n3)(7y4+§x 5}, yeR, xeR—{O},

i) =37 (1n3)281°
y

f150)= 213, f1(1:0)=0.
S (x;»)=2°y*(Iny)’, fo (x5 ¥) =2x(2x=1)(2x -2)y*
ex 5 ex+y
"(x; ¥)= , Txsy)=e (- +e’) et = —m—
fin == fo )= (D +e’) o
ey " y -2 X ex+y
(x5 y)= ) "(xsy)=el(-D(e"+e’) T et = —m——
fEn==—.  fix:)= D +e) oy
Si(x; y)=—2x+8, fi(x;y)==2y+16
—2x+8=0
ayst6=0f = T

foles==2, fox:;»=-2, [fi(x;y)=0
D(4:;8)=(-2)(-2)-0>=4>0 = P lokalis szélséértékhely.
S (4;8)=-2<0 = P lokalis maximumhely, egyben abszolut

maximumhely is.



9. Tébbvaltozos fiiggvények

Tehat a vadasznak akkor lesz a legnagyobb a zsakmanya, ha 4 kutyat és
8 hajtot visz magaval. A legnagyobb zsakmany: f(4 ; 8) =70 db facan.

9.6 Ellendrzé kérdések és feladatok

a) Hamis; ha ugyanis a fiiggvény feliilrél nem korlatos, akkor nincs
abszolut maximuma.

b) Hamis; ugyanis az f](x, ; yo) = f,(xg ; ¥o) =0 feltétel csak
sziikséges, de nem elégséges feltétele a lokalis szélsoértékhely
létezésének az (x, ; y,) pontban. Az (x,; y,) pont lehet nyeregpont
is. (Lasd TK. 9.2. és 9.3. tételeket!)

c) Igaz;a TK. 9.2. tétel értelmében, ugyanis az (x, ; y,) pont nemcsak

abszolut, hanem lokalis szélséértékhely is.
d) Hamis a TK. 9.3. tétel értelmében.

Nem; ugyanis ez a hozzarendelés nem egyértelmii: egy (x; y) rendezett
szamparhoz két fiiggvényértéket (egy pozitiv €s egy negativ szamot) rendel.
Tehata B valasz a helyes.

A C valasz a helyes a
9—x?—y? >0, azaz 3* >x’ +)’
feltétel miatt.

Az A valasz a helyes, mert

fi)=f(xr:2)= %
X

A B valasz a helyes, mert
LN =F(2;y)=40y" =y, f(y)=80y—1, f;(1)=79.

A C valasz a helyes, ugyanis a derivalasnal a hanyados derivalasi szabalyat
kell alkalmazni az y = allando feltétel mellett.

Az A valasz a helyes, ugyanis

2

’ 2 _r 2
fx('x; y):€ x 'y_z, f (x y)—e x(—_yj_+e x . y
X X Jx

=eyx(2—fj(l—y—2] és f(x y)=e y" -(—2 j
x X
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y2 2 y2 y 2
" - 2 -— 2 (2
fyx(x; J/)=e x '—2(——)}}4-@ X -—{:e V(—{)[l——y J

8. A B valasz a helyes.

. 4 : 4
filx; y)=2-—, [fi(x; y)=16y——+
yx xy

fl (2 ; %j =/ (2 ; %) =0, vagyis a sziikséges feltétel teljesiil.

" . 8 n . 8 " i 4
fxx(x’y)zﬁa fyy(X,y):16+F’ fxy(X,J’):xzyz

D[2 ; %j =2.48-47 =80 = P, lokalis szélséértékhely.

fo (2 ; %j =2>0 = P, lokalis minimumhely.

XX

9. A C valasz a helyes.
Mivel

fy(x;y)=3¢" >0 minden (x;y)e R? esetén, ezért fi(=2:2)=0,

igy a F, pontnem lokalis szélséértékhely.
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